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基于相对雅可比法的双臂协同避障运动控制 
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摘要：目的 针对双机械臂系统在包装作业环境中的控制，提出 1 种具有实时避障功能的双臂协作算法。

方法 根据双臂相对位置关系求得相对雅可比矩阵，从而控制双臂末端的相对位姿，以达到双臂协作的

效果。同时，该算法利用了双机械臂形成的冗余度特性对其进行自主运动规划，双臂构型根据障碍物位置

与双臂相对位置进行实时调整，实现零空间避障的效果。之后建立双机械臂仿真对算法进行验证。结果 双

臂在执行协作任务的过程中，机械臂与障碍物的距离>0.18 m，双臂之间距离>0.25 m。该方法不仅确保

了双臂协作时的无碰撞运动，还充分利用了每个机械臂的冗余自由度，从而提高了机械臂运动的灵活性，

且运行速度平稳、无较大突变。结论 采用所提出的双臂协同避障算法，可实现双臂协作时的无碰撞功

能，对于包装作业等复杂环境下有一定应用价值。 
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Motion Control of Dual-arm Collaborative Obstacle Avoidance Based on  
Relative Jacobian Method 

LIANG Guoxiang, JIANG Xisheng, WU Jianxiong, LI Simin, YANG Fangyan* 

(University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China) 

ABSTRACT: The work aims to propose a dual-arm collaboration algorithm with real-time obstacle avoidance function to 
ensure the safe operation of dual robotic arm system in packaging operation environment. Firstly, the relative Jacobian 
matrix was obtained according to the relative position relationship of the dual arms, so as to control the relative position 
of the end of the dual arms to achieve the effect of dual-arm collaboration. At the same time, the algorithm utilized the 
redundancy characteristic formed by the dual robotic arms to carry out autonomous motion planning, and the dual-arm 
configuration was adjusted in real time according to the position of the obstacle and the relative position of the dual arms 
to achieve the effect of zero-space obstacle avoidance. The algorithm was then verified by establishing a dual robotic arm 
simulation. When dual arms were performing collaborative tasks, the distance between the robotic arms and obstacles was 
greater than 0.18 m, and the distance between the dual arms was greater than 0.25 m. This method not only realized 
collision-free motion of the dual arms, but also maximized the use of redundant degrees of freedom of each mechanical 
arm, improving the flexibility of motion and optimization space, and achieving operation at a smooth speed without large 
sudden changes. The dual-arm collaboration obstacle avoidance algorithm proposed can realize the collision-free function 
of dual-arm collaboration, which has certain application value in complex environments such as packaging operations. 
KEY WORDS: dual-arm collaboration; redundant degree of freedom; relative Jacobian; zero-space obstacle avoidance 
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双机械臂系统因其在协作能力、运动控制及作业

环境等多方面展现出的优势而备受关注[1]。这类系统

已广泛应用于工业生产[2-3]、医疗护理[4]和太空探索[5]

等领域，确保系统的安全可靠性对于保障设备完整性

和人员安全至关重要。 
在双臂协同问题中，1 对机械臂通过协作形成闭

合运动链，这要求机械臂保持高精度的运动同步以防

止潜在损坏[6]。现有研究采用了多种方法来应对这一

挑战。文献[7]提出了通过约束末端执行器的相对速度

和绝对速度来实现协同控制的方法，引入高维增广雅

可比矩阵对关节角度进行求解。文献[8]则聚焦于在双

臂协同过程中避免关节极限，确保各关节在安全范围

内运动。文献[9]建立了动力学和阻抗特性的模型，用

于双臂协作任务的系统建模和控制。 
为保障机械臂的安全运行，控制系统通常集成自

碰撞检测和障碍物避碰算法。这些算法在识别潜在碰

撞风险时，会触发相应的规避措施，从而预防可能发

生的碰撞事故。文献[10]基于二次计算和双插补的关

节轨迹控制对障碍物进行规避；文献[11]基于伪距离

对双臂与障碍物和双臂之间的距离进行判断，通过不

同伪距离数值来判断两者之间的位置关系，判断是否

需要产生躲避速度规避障碍物；文献[12]基于主从任

务切换原理，利用冗余机器人机械臂的自运动来解决

冗余双臂机器人协调运行时可能出现的自碰撞问题；

文献[13]使用二次规划的方法将障碍物位置和关节极

限作为约束条件，使用 RNN 求解器求解出相应的关

节速度，从而达到避障效果。 
目前，国内外学者在研究冗余机械臂避障方法

时，主要以单臂为研究对象[14-17]。在双臂协同作业控
制研究中，大多仅考虑自碰撞问题[18]，而同时考虑自
碰撞和障碍物避障的研究相对较少。因此，本文提出
了 1 种基于相对雅可比法的双臂协同避障算法，该算
法可在双臂末端执行相对运动的同时，实时进行避障
碍物和避自碰撞，从而确保系统在无碰撞的情况下完
成指定任务。 

1  基于相对雅可比法的双臂运动学 

本文提出的方法基于相对雅可比法，根据文献[19]
中提出的紧凑矩阵形式。相对于传统的单机械臂运动

学分析方法，采用相对雅可比法对双臂机器人系统建

模和求解有着如下优势：紧凑的雅可比矩阵提高了计

算效率、直接控制末端执行器相对位置便于协调控

制、在系统变更机械臂构型或基座位置时具有更高的灵

活性[20]，这些特性使得相对雅可比法成为双臂机器人和

人型机器人研究中的一种高效建模与求解范式。 

1.1  相对雅可比法 

为了避免双臂机器人执行搬运任务时双臂速度

不一致造成刚体损伤的问题，双臂末端速度需要满足

绝对速度约束和相对速度约束，以在末端带负载时实

现稳定运动[21]。 
图 1 展示了双机械臂的参考系与各部位的位置

关系， bL 、 bR 分别为双机械臂的基础坐标系， eL 、 eR

分别为双机械臂末端执行器， e

b

L
LR 为机械臂 L 的基坐

标系相对于机械臂 L 末端坐标系的旋转矩阵， e

b

L
RR

为机械臂 R 的基坐标系相对于机械臂 L 末端坐标系

的旋转矩阵，向量 rx 表示 2 末端执行器的相对速度

信息，其算式见式（1）。 

r
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ϕ
 
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
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图 1  双臂基座与末端坐标关系图 
Fig.1 Diagram of the coordinate relationship  
between the base and the end of dual arms 

 

在双臂协同约束的条件下，特别是双臂系统夹持
同一个物体时，通过双臂之间的运动学关系，可以等

效成一个机械臂，其关节数量 LR L Rn n n= + 。双臂末

端执行器的相对雅可比矩阵可由式（2）表示[19]。 
e e

b b

L L
r L L R R = − Ω ΩJ J J            (2) 

其中， 6 ( + )m n
r

×∈J 为双臂末端执行器之间相对

雅可比矩阵， LJ 、 RJ 分别为各机械臂的雅可比矩阵，

m 与 n 表示各双臂的关节数量， e

b

L
LΩ 和 e

b

L
RΩ 为将单

臂的雅克比矩阵从每个机械臂的基坐标系变换到左
臂末端坐标系，其可用旋转矩阵表示为式（3）。 

0
0

n
n m

m n
m

 
=  
 

Ω R
R

           (3) 

1.2  双臂系统中的微分运动学 

末端相对矢量运动速度 rx 与双臂各关节速度

LRq 有如下关系，见式（4）。 
r r LR= x J q                          (4) 

当 rJ 不满秩时，通过伪逆法求解双臂的关节速

度，见式（5）。 
†

LR r r= q J x                     (5) 
其中 †

rJ 为相对雅可比矩阵的摩尔-彭罗斯伪逆，

[ ]LR L R
Τ=  q q q 为双臂关节空间的速度向量，且

( + ) 1m n
LR

×∈ q 。 
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2  距离判断 

本文的实验选用七自由度空间冗余机械臂。机械

臂连杆通常呈长方体或圆柱体形状，使得其与不规则

障碍物之间的碰撞检测过程十分复杂。为简化计算和

保证算法实时性，可对障碍物和机械臂的空间位置关

系进行近似描述。 

2.1  机械臂对障碍物的距离判断 

图 2 描述了机械臂某连杆与障碍物的位置关系，

A 点与 B 点是三维空间中机械臂某连杆的关节连接

点，点 P 为障碍物质心，向量 α、δ、σ关系如图 2 所示。 
 

 
 

图 2  连杆与障碍物位置关系 
Fig.2 Position relationship between  

connecting rod and obstacle 
 

首先，求得障碍物质心 P 在连杆 AB 上的投影向

量，见式（6）。 

( )AB
⋅=
⋅

p δ α α
α α

         (6) 

之后，通过几何关系判断 P 点相对于 AB 连杆的

位置，如果 0≥⋅δ α 且 0≤⋅σ α ，障碍物点的投影在

线段 AB 之间，否则投影点在 AB 的延长线上。若

0⋅ <δ α ，则最小距离是 δ 。反之 0⋅ >σ α ，则最小

距离是 σ 。此外，如果点 P 在线段 AB 投影之间，则

最小距离的计算见式（7）。 

minO AB= −d δ p              (7) 
计算其所在的单位向量，见式（8）。 

min

AB
O

O

−
=

δμ p
d                (8) 

2.2  双臂之间的距离判断 

由于双臂运动空间有重合，如果不能实时监控和

判断臂体之间的距离与方向，就可能发生碰撞，导致

设备损坏或人员伤害。 
如图 3 所示，AB 为一机械臂某个连杆上的首尾

端点，CD 为另一机械臂某个连杆的首尾端点，向量

α、β、γ 分别代表向量 AB、CD、AC。首先，计算

如下参数，见式（9）。 

1
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5

g
g
g
g
g

= ⋅
 = ⋅ = ⋅
 = ⋅

= ⋅
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α β
β β
α γ
β γ

                  (9) 

 

 
 

图 3  双臂连杆位置关系 
Fig.3 Position relationship between dual-arm  

connecting rods 
 

将两线段分别表示为参数方程，见式（10）。 
1

2

( ) ( )
( ) ( )

p t A t B A
p s C s D C

= + −
 = + −

            (10) 

之后计算参数 t 、 s ，见式（11）。 

2 5 3 4

1 3 2 2

1 5 2 4

1 3 2 2

g g g g
t

g g g g
g g g g

s
g g g g

⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅
 ⋅ − ⋅ =
 ⋅ − ⋅

              (11) 

其中， t 、 s [ ]0,1∈ ，对于任何小于 0 的值，应

被赋予边界值 0；而对于任何大于 1 的值，应被赋予

边界值 1。之后求得最短距离向量，见式（12）。 
min 1 2( ) ( )A t s= −d p p               (12) 

最后，可获得最短距离向量所在的单位向量，见

式（13）。 
min

min

A
A

A

=μ d
d                     (13) 

3  双臂系统的实时避障算法 

3.1  障碍物躲避速度生成 

图 4 展示了 1 个 7 自由度空间机械臂与周围环境

中的障碍物之间的关系示意图。当机械臂第 i 个连杆

与障碍物之间的最短距离 Oid 大于预设的安全阈值

时，表明没有发生碰撞的风险。一旦机械臂与障碍物的

最短距离小于预设的安全阈值 Otsd ，为了避免发生碰

撞，机械臂将通过调整自身的构型来主动避让障碍物。 
避障算法的核心在于获取机械臂连杆接近障碍

物的距离与方向，为其分配适当的运动分量，以使其远

离障碍物。通过式（7）和式（8），可以计算障碍物与

第 i 个连杆之间的最小距离及其对应的方向向量。基 
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图 4  障碍物与机械臂位置关系 
Fig.4 Position relationship between  

obstacle and robotic arm 
 

于这些信息，构建 Sigmoid 函数来计算机械臂第 i 连
杆的避障速度向量，见式（14）。 

max ( / 0.5)

1( )μ  ,  
1 e

       0              ,     

j oiOtsoi

oi

j j
i O Otskj

oi
j

Ots

d d

d d

−


= +
 >

≤
d d

v
v  (14) 

其中， ,j L R= 分别代表 2 个机械臂， max
j

iv 为第

i 个连杆最大躲避速度。参数 k 控制了函数曲线的陡

峭程度，可根据系统实际情况进行调整，
oi

jv 为连杆 i
相对于障碍物产生的躲避速度。式（14）表明，躲避

速度的大小与距离呈反比关系：随着距离减小，避障

速度逐渐增加，直至达到预定速度最大值。
o

jq 为障

碍物产生的躲避速度映射至关节空间的速度向量，计

算见式（15）， †
iJ 为连杆 i 上对应的雅可比矩阵伪逆。 

†

1
o

n
j j

i oi
i=

=q J v               (15) 

3.2  双臂之间躲避速度生成 

本文设定当双臂机器人的两臂进行自我避障时，

两臂分别被视为对方运行空间中的障碍物。设定双

臂间的最小距离小于自避障阈值 Atsd ，构建 Sigmoid 函

数来计算机械臂 L 第 i 连杆的躲避速度 L
Aiv ，见式（16）。 

max ( / 0.5)

1( )( ) ,  
1 e

     0            ,     

L AiAtsAi

Ai

L L
i A AtsL k

Ai
L

Ats

d d

d d

−

 −= +
 >

≤
d d

v μ
v (16) 

机械臂 R 由于躲避速度沿 Aμ 的反方向，i 连杆的

躲避速度 R
Aiv 如式（17）所示。 

max ( / 0.5)

1( )  ,  
1 e
         0           ,     

R AiAtsAi

Ai

R R
i A AtsR k

Ai
R

Ats

d d

d d

−


= +
 >

≤
d d

v μ
v   (17) 

通过式（16）、式（17）计算各机械臂在双臂自

避障任务中的关节速度，见式（18）。 
†

1

n
j j j
A i Ai

i=
=q J v             (18) 

3.3  双臂协作下的零空间避障 

当双臂机器人的关节运动空间内有障碍物时，为了确
保在正常执行末端轨迹的同时进行机械臂避障，双臂机器
人需要执行零空间避障任务。通过将式（15）所得出的障

碍物躲避速度 O

jq 与式（18）得出的机械臂之间的躲避速

度 A

jq 求和，可得到各机械臂的最终避障速度，见式（19）。 

A O

j j j
c = +  q q q               (19) 

本文将机械臂 R 的末端 eR 与机械臂 L 的末端 eL
的相对运动作为 1 级任务，将机械臂 L 末端的运动作
为 2 级任务，利用其冗余自由度产生的零空间特性，
式（5）可改写为如下形式，见式（20）。 

[ ]†† 0LR r r r L L= +  q J x N J x           (20) 

其中， †
r r r= −N I J J 为 1 级任务的零空间投影矩

阵，它将机械臂 L 的末端绝对速度投影至 rJ 的零空
间中。为了实现双臂协同模式下的避障效果，继续添
加避障任务为 3 级任务，式（20）可改写为式（21）。 

[ ]†† ( 0 )LR r r r L L LR h= + +   q J x N J x N q       (21) 

其中， L R
h c c

Τ
 =    q q q ，表示双臂避障速度的增广

矩阵， LRN 表示机械臂 L 与机械臂 R 的零空间投影矩
阵，见式（22）。 

0
0

L
LR

R

 
=  
 

N
N

N             (22) 

其中， †
L L L= −N I J J 和 †

R R R= −N I J J 。基于上述

步骤的分析，本研究提出的算法流程如图 5 所示。 

4  仿真结果与分析 

为了验证本文提出的基于相对雅可比矩阵的避
障方法进行了避障仿真。使用 Python 3.9 环境，
Mujoco 仿真平台进行仿真。设定双臂初始关节角度
均为如下参数，见式（23）。 

[ 0.31  0.87  0.24  
    2.63  0.19  1.77  0]Τ

= − −

−

θ
               (23) 

下述 2 实验的主任务设定为 2 机械臂末端相对静
止，以此来模拟双臂机器人在包装作业时搬运时的状
态，见式（24）。 

[ ]0 0 0 0 0 0r
Τ=x              (24) 

设定机械臂 L 末端运动速度，见式（25）。 

[ ]0.05 0.1 0 0 0 0L
Τ=x          (25) 

4.1  双臂协作时的避障效果 

本实验设定机械臂 R 基坐标相对于机械臂 L 基

坐标的齐次变换矩阵为式（26）。 
1 0 0 0.8
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

b

b

L
R

− 
 − =
 
 
 

T           (26) 
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图 5  基于相对雅可比法的双臂协同避障运动控制算法流程 
Fig.5 Flowchart of dual-arm collaborative obstacle avoidance motion  

control algorithm based on relative Jacobi method 
 

首先，不采取避障算法，仿真结果如图 6 所示，

空间中有一红色球体障碍物，规定下方的机械臂为

L ，规定顶部的机械臂为 R 。当 =0 st ，双臂按规定

速度方向运动， =12 st ，机械臂的第 4 连杆与障碍物

相撞，因此须设计并应用适当的避障方法，使得机械

臂在完成指定任务的同时，能够规避障碍物，确保安

全可靠的运行。 
 

 
 

图 6  存在障碍物时未使用避障算法仿真结果 
Fig.6 Simulation results of obstacle  

avoidance algorithm not  
used for obstacles 

其次，采取本文提出的避障算法，其他初始条件

不变，障碍物位置信息可通过 Mujoco 内置接口读取，

现实场景中，可通过加装深度相机等位置传感器获得

障碍物空间位置。设定机械臂与障碍物最小阈值

0.2 mtsd = 。仿真结果如图 7 所示，当 0 ~ 30 st = ，

机械臂通过避障算法产生的躲避速度来调整其构型，

从而达到规避障碍物的效果。 
 

 
 

图 7  存在障碍物时使用避障算法仿真结果 
Fig.7 Simulation results of obstacle  

avoidance algorithm  
used for obstacles 
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实验结果如图 8 所示。由于障碍物仅影响机械
臂 L 的部分关节，本研究仅分析第 4 至第 6 关节的
数据。图 8a 为实时监测的机械臂第 4 至第 6 关节对
应连杆与周围障碍物之间的最小距离。当该距离小
于预设安全阈值时，本算法通过零空间运动规划生
成适当的避障速度。机械臂据此在其可达工作空间
内调整运动，主动避免潜在碰撞，维持与障碍物之
间的安全距离。 

图 8b 和 8c 分别展示了机械臂 L 的末端跟踪误差
和相对矢量误差。在空间各方向上，末端跟踪误差小
于 0.04 mm± ，相对矢量误差小于 0.13 mm± ，均保持
在较低水平。图 8d 呈现了避障过程中机械臂 L 的关
节速度数据，关节速度曲线呈现平稳、光滑的特征，
反映了系统运行的稳定性。 

4.2  双臂之间避障 

下述实验设定机械臂 R 基座相对于机械臂 L 基 

座的齐次变换矩阵为式（27）。 
1 0 0 0
0 1 0 0.4
0 0 1 0
0 0 0 1

b

b

L
R

− 
 − =
 
 
 

T             (27) 

图 9 展示了未采用避障算法时 2 个机械臂的状

态。左侧机械臂定义为 L ，右侧机械臂定义为 R 。

当 0 st = ，双臂按预设速度方向运动；当 21 st = ，机

械臂 L 的第 4 连杆与机械臂 R 的第 5 连杆发生碰撞。

应用本文提出的避障算法后，设定 2 个机械臂最小

距离阈值为 0.3 mtsd = ，如图 10 所示。在任务执行

过程中，双臂通过算法生成的避障速度调整构型。

当机械臂某连杆间距小于阈值时，则产生相反方向

的逃避速度。 
图 11 呈现了双臂自避障的实验结果。图 11a 显

示，L 机械臂第 5 关节与 R 机械臂之间的最小距离在 
 

 
 

图 8  存在障碍物时使用避障算法仿真数据 
Fig.8 Simulation date of obstacle avoidance algorithm used for obstacles 

 

 
 

图 9  双臂未使用自避障算法仿真结果 
Fig.9 Simulation results of dual arms without  

self-obstacle avoidance algorithm 

 
 

图 10  双臂使用自避障算法仿真结果 
Fig.10 Simulation results of dual arms with  

self-obstacle avoidance algorithm 
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图 11  双臂使用自避障算法仿真数据 
Fig.11 Simulation data of self-obstacle avoidance algorithm used in dual arms 

 
运行过程中逐渐减小，但在接近预设阈值时趋于稳
定。这一现象验证了避障算法的有效性，确保 2 个机
械臂在工作中保持安全距离。 

图 11b 和 11c 分别展示了 L 机械臂的末端跟踪误
差和相对矢量误差，结果表明算法具有良好的跟踪性
能。图 11d 和 11e 呈现了机械臂 L 和机械臂 R 的关节
速度数据，分析结果证实 2 个机械臂均保持稳定运
行，且速度维持在合理范围内。 

最后，将本文所提出的算法与绝对速度相对速度
约束的协作避障算法[7,22]进行了算法运行周期的对比
分析。测试场景包括双臂协作、双臂自避障以及同时
避障碍物与自避障 3 种情况。如图 11f 所示，3 种场
景下相对雅可比法有着更短的运算周期。这主要归因
于其相对雅可比矩阵结构更为紧凑、维度较低，从而
凸显了该算法的计算效率和实时性能。 

5  结语 

本文提出了 1 种基于相对雅可比法的实时避障

算法，通过构建相对雅可比矩阵，有效控制双臂末端

执行器的相对位置，实现双臂协作同时降低了系统计

算复杂度。之后通过判断障碍物与机械臂、双臂之间

的距离和方向来产生相应的躲避速度，完成避障任

务。利用 Mujoco 仿真软件进行实验验证，结果表明

该算法能够满足协作和避障要求，且速度变化平稳，

同时运算效率较高。本算法在包装作业环境中具有实

时控制机械臂避障的能力，对双机械臂包装作业中的

搬运、捆扎等任务具有潜在的应用价值。 
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