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摘要:在准静态、无摩擦的条件下,应用级数形式的应力函数对复印机中纸张在弹性胶辊夹持下的接触问题进

行了分析。模型源于复印机中的进纸单元,根据弹性理论,分别使用施密特正交化方法与无网格配点法对问题

进行了求解,得到了接触区域的应力应变分布以及胶辊与纸张的表面速度比,为提高复印机胶辊的可靠性提供

了参考。
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Abstract:Aquasistaticandsteadystatecontactproblemsofpapernippedinrubberrollerswasanalyzedbyu灢
singastressfunctionintheformofseries.Themodelwasderivedfrompaperfeedunitofduplicatingmachine.

Thepointinterpolationmeshfreemethod(PIM)andtheSchmidtmethodwereappliedtoobtainthesolutionof
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暋暋目前,纸张传送系统迅速并广泛地应用在日常生

活中,如打印机、复印机、传真机、ATMs、冲印机。 在复

印机工作过程中,复印机纸张的进给和传送是否平稳

并且位置准确,决定着扫描原稿和转印的成败,同时纸

张传送系统都不同程度存在着“卡纸暠现象。 此前,各
国学者对进纸系统进行了多方面的研究, CarloCloet
对复印机纸路的控制系统进行了研究,他首次提出了

闭环纸路控制策略,根据光电传感器的信号自动调节

纸张在传送过程中的位置错误,避免了复印机由于纸

张位置错误需要人工手动调整的不方便,大大提高了

高速复印机的稳定性[1] 。 许天河对纸张的传送过程进

行了动态分析,他将纸张传送分为4个阶段,讨论不同

阶段中一些重要机构参数对纸张稳定度的影响[2] 。 黄

素贞利用机构动态模拟分析软件ADAMS,对纸张的弯

曲特性进行了模拟,并建立了打印机进纸导轨系统的

几何模型,分析进纸导轨角度对纸张正确到达辊轮对

位置的影响[3] 。 钱进等在双张检测方面引入了超声波

技术,即在纸路的上下两侧分别安装超声波发射器和

接收器,单页进纸不会使超声波信号减弱,当有2张或

多张进纸一起通过时,2页之间的空气缝隙如同绝缘

体,信号被减弱从而双张错误被发现,这种方法的反应

速度大大高于以往的光电式双张检测方法,目前在许

多产品中已经使用[4] 。 王知衍在其专利中提出了利用

静电原理实现高速自动进纸,这种方法对纸张的种类

和质量要求较高,在实际应用中具有局限性[5] 。

1暋基本方程推导

1.1暋应力、应变和位移

文中由复印机进纸单元建立纸张在胶辊夹持下
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随着驱动辊轮的带动进行平稳进给的分析模型。 纸

张与胶辊的接触区域分析示意见图1。

图1暋纸张与胶辊接触区域分析示意图

Fig.1Theschematicdiagramof

papernippedinrubberrollers

纸张在辊轮夹持下运动,其中上下辊轮相似,只
列出一个辊轮的推导公式,另一个辊轮可以在边界条

件下组装。 胶辊的应力、应变以及位移推导 Bing
Wang在文献[6]中已经详细给出,这里为了文章的

连贯性简单列出。 下面是在圆柱坐标系下的应力分

布函数:

毜=a0lnr+1
2b0r2+ (b1r3+c1r-1+d曚

1rlnr)·

cos毴+ 1
2d1rsin毴+ 暺

曓

n=2

(anrn +bnrn+2 +cnr-n +

dnr-n+2)cosn毴 (1)

式中:r和毴为圆柱坐标系下的坐标;an,bn,cn,dn

为系数,n=0,1,2,…。
极坐标系下的物理方程为:

E灥u
灥r=毷氁r-毬氁毴 (2)

E u
r +1

r
灥v
灥

æ

è
ç

ö

ø
÷

毴 =毷氁毴-毬氁r (3)

E 1
r

灥u
灥毴+灥v

灥r-væ

è
ç

ö

ø
÷

r =2(1+毺)氂r毴 (4)

式中:E为胶辊弹性材料的弹性模量;毷和毬为与

泊松比毺相关的系数,毬=毺 (1+毺 ),毷=1-毺2。 假设

胶辊在其轴线方向无限延伸,将模型视为平面应变问

题,即毷=1,毬=毺。
根据弹性力学理论由式(1)-(4)可以推导得出

应力分量氁r,氁毴 和氂r毴,应变分量毰r,毰毴 以及位移分量

u,v。 分析中对参数进行无因次化处理得到:

氁r=氁r/E,氁毴=氁毴/E,氂r毴=氂r毴/E,r=r/R0,u=
u/R0,v=v/R0 (5)

由式(1)-(5)可以得到应力、应变以及位移公式

如下:

氁r =a0r-2 +b0 + [2b1r - 2c1r-3 + (d曚
1 +

d1)r-1]cos毴+暺
曓

n=2

[(-n2 +n)anrn-2 + (-n2 +n+

2)bnrn + (-n2-n)cnr-n-2+ (-n2-n+2)dnr-n]·

cosn毴 (6)

氁毴=-a0r-2+b0+ (6b1r+2c1r-3+d曚
1r-1)·

cos毴+暺
曓

n=2

[(-n2-n)anrn-2+ (n2+3n+2)bnrn +

(n2+n)cnr-n-2+ (n2-3n+2)dnr-n]cosn毴 (7)

氂r毴 = (2b1r-2c1r-3 +d曚
1r-1)sin毴+ 暺

曓

n=2

[(n2 -

n)anrn-2+ (n2+n)bnrn + (-n2-n)cnr-n-2+
(-n2+n)dnr-n]sinn毴 (8)

毰r=(1+毺)a0r-2+ (1-毺)b0+ {(2-6毺)b1r-
(2+2毺)c1r-3+ [(1-毺)d曚

1+d1]r-1}cos毴+

暺
曓

n=2

{(-n2+n)(1+毺)anrn-2+ [(-n2+n+2)-

毺(n2+3n+2)]bnrn + (-n2-n)(1+毺)cnr-n-2+
[(-n2-n+2)-毺(n2-3n+2)]dnr-n}sinn毴 (9)

毰毴=-(1+毺)a0r-2+(1-毺)b0+[(6-2毺)b1r+

(2+2毺)c1r-3+ (d曚
1-毺d曚

1-毺d1)r-1]cos毴+暺
曓

n=2

{(n2-

n)(1+毺)anrn-2+[(n2+3n+2)+毺(n2-n-2)]bnrn+
(n2 +n)(1+毺)cnr-n-2+[(n2-3n+2)+毺(n2+n-
2)]dnr-n}cosn毴 (10)

当r=r/R0=1时,即为接触表面,此时的切向应

变为:

毰毴(r=1) =-(1+毺)a0+(1-毺)b0+[(6-2毺)b1+

(2+2毺)c1+(d曚
1-毺d曚

1-毺d1)]cos毴+暺
曓

n=2

{(n2-n)·

(1+毺)an+[(n2+3n+2)+毺(n2-n-2)]bn+(n2+
n)(1+毺)cn + [(n2-3n+2)+毺(n2+n-2)]dn}·

cosn毴 (11)
通过对式(2)- (4) 积分得到位移:

u(毴)=-(1+毺)a0r-1+ (1-毺)b0r+a1cos毴+
{(1-3毺)b1r2+ (1+毺)c1r-2+ [(1-毺)d曚

1+d1]·

lnr}cos毴+暺
曓

n=2

{- (1+毺)nanrn-1+ [(2-n)-毺(n+

2)]bnrn+1 + (1+毺)ncnr-n-1 + [(n +2) +毺(n -
2)]dnr-n+1}cosn毴 (12)

v(毴)= {(5+毺)b1r2+(1+毺)c1r-2+(1-毺)d曚
1+
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d1- [(1-毺)d曚
1-毺d1]lnr}sin毴-a1sin毴+暺

曓

n=2

{(1+

毺)nanrn-1+[(n+4)+毺n]bnrn+1+(1+毺)ncnr-n-1+
[(n-4)+毺n]dnr-n+1}sinn毴 (13)

1.2暋边界条件

边界条件分为刚性内辊与弹性外层两部分,刚性

内辊的边界条件为位移为0,弹性外层在外圆处的径

向应力和切向应力边界条件用傅里叶级数形式表示,
则边界条件为:

v=u=0暋暋暋r=Ri

氁r=暺
曓

n=1
Ancosn毴暋暋r=1 (14)

氂r毴 =暺
曓

n=1
Bnsinn毴暋暋r=1

将式(12),(13),(6) 和(8) 代入边界条件式(14)

中得到系数关系如下:

a0=
(1-毺)Ri

(1-毺)Ri+ (1+毺)Ri
-1A0

b0=
(1+毺)Ri

-1

(1-毺)Ri+ (1+毺)Ri
-1A0 (15)

a1 =- (1 - 3毺)b1Ri
2 - (1 + 毺)c1Ri
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0
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é
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ê
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û
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式中:Ri 为单位化的内径,Ri=Ri/R0,矩阵M 和

Nn 为:

暋M=

(6-2毺)Ri
2 (2+2毺)Ri

-2 -毺-(1-毺)2/4
2 -2 -(1-毺)/4
2 -2 (3+毺)/

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú4

暋Nn=

-(1+毺)nRi
(n-1) [-(n-2)-毺(n+2)]Ri

(n+1) (1+毺)nRi
-(n+1) [(n+2)+毺(n-2)Ri

-(n-1) ]

(1+毺)nRi
(n-1) [(n+4)+毺n]Ri

(n+1) (1+毺)nRi
-(n+1) [(n-4)+毺n]Ri

-(n-1)

n(n-1) n(n+1) -n(n+1) -n(n-1)

-n(n-1) -(n-2)(n+1) -n(n+1) -(n+2)(n-1

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú)

暋暋为了求解问题将边界条件区分为接触区域和非

接触区域,在非接触区域应力为零,形式如下:

氁r= 暺
曓

m=0
hmcosm毿毴æ

è
ç

ö

ø
÷

毟 暋(旤毴旤<毟且r=1)

0暋暋暋暋暋 暋暋暋(旤毴旤>毟且r=1

ì

î

í

ïï

ïï )

氂r毴 = 暺
曓

m=0
hmcosm毿毴æ

è
ç

ö

ø
÷

毟 暋(旤毴旤<毟且r=1)

0暋暋暋暋暋 暋暋暋(旤毴旤>毟且r=1

ì

î

í

ïï

ïï )
(16)

式中:毟为接触区域边界点毴的绝对值。

由公式(12) 得到接触区域的径向位移为:

u(毴)= 暺
曓

m=1
hm (-1)m+1毩0+暺

曓

n=1
毩nf(m,n)n-1cosn[ ]毴 +

暺
曓

m=1
hm 暺

曓

n=1
毩nf(m,n)n-1cosn[ ]毴 (17)

其中:

毩0=
(1-毺2)(-Ri+Ri

-1)
(1+毺)Ri

-1+ (1-毺)Ri

毩1 = (1-3毺)(1-Ri
2)B-1

13 + (1+毺)(1-

Ri
-2)B-1

23 + 1-
(1+毺)2é

ë
êê

ù

û
úú4 B-1

33lnRi
-1

毩n =n{-(1+毺)nC-1
n14-[(n-2)+毺(n+2)]C-1

n24+
(1+毺)nC-1

n34+ [(n+2)+毺(n-2)]C-1
n44} (18)

毩1= (1-3毺)(1-R2
i)B-1

12 +(1+毺)(1-R2
i)B-1

22 +

1-
(1+毺)2æ

è
ç

ö

ø
÷

4 lnR-1
i B-1

32

毩n=n{-(1+毺)nC-1
n13-(1+毺)nC-1

n13-[(n-2)+

毺(n+2)]C-1
n23 + (1+毺)nC-1

n33 + [(n+2) +毺(n-
2)]C-1

n43} (19)

f(m,n)=(-1)m+12sinn毟
n毟 +sin(m毿-n毟)

m毿-n毟 +

sin(m毿+n毟)
m毿+n毟

f(m,n)=sin(m毿-n毟)
m毿-n毟 -sin(m毿+n毟)

m毿+n毟
由公式 (11) 得到接触区域的切应变为:

毰(毴)= 暺
曓

m=1
hm (-1)m+1毬0+暺

曓

n=1
毬nf(m,n)n-1cosn[ ]毴 +

暺
曓

m=1
hm 暺

曓

n=1
毬nf(m,n)n-1cosn[ ]毴 (20)

其中:

毬0=
(1-毺2)(-Ri+Ri

-1)
(1+毺)Ri

-1+ (1-毺)Ri
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毬1 = (6 - 2毺)B-1
13 + (2 + 2毺)B-1

23 -

毺+
(毺-1)2é

ë
êê

ù

û
úú4 B-1

33

毬n=n{(n-1)(1+毺)nC-1
n13+ [(n2+3n+2)-

毺(-n2+n+2)]C-1
n24+(1+毺)(n+n2)C-1

n33+[(n2-
3n+2)+毺(n2+n-2)]C-1

n43}

毬1 = (6 - 2毺)B-1
12 + (2 + 2毺)B-1

22 -

毺+
(毺-1)2é

ë
êê

ù

û
úú4 B-1

32

毬n =n{(n-1)(1+毺)nC-1
n13+ (1+毺)(n+

n2)C-1
n33+ [(n2-3n+2)+毺(n2+n-2)]C-1

n43}
(21)

2暋模型分析

由边界条件得到傅里叶级数形式的弹性胶辊接

触区域的应力、应变以及位移函数,为了便于模型分

析,分别使用下标1,2代表上下辊轮的相应量。 在接

触区域沿纸张方向定义一维坐标系:

s=毴1

R01
=毴2

R02
(22)

式中:s=0为接触区域的中点;L0 为接触区域长

度的1/2。
上下辊轮在接触区域任意点满足如下2个条件

方程:

氁r1=氁r2 (23)

u1+u2+t=u0+1
2s

2(R01
-1+R02

-1) (24)

式中:t为纸张厚度;u0 为在s=0处辊轮的渗入

量。 将式(24)对毴进行求导,进而消去u0,得到:

du1

d毴+du2

d毴=s(R01
-1+R02

-1) (25)

分析中得到的另外2个条件方程与切应力相关。
纸张在无外力作用的情况下,被辊轮夹持运动,这种

情况引入纸张速度参数vp,则被夹持段纸张的点速度

为vp(1+毰p(s) ),毰p 为纸张接触区域的局部应变。

毰p(s)= -1
Ep曇

L0

s
(E氂r毴1+E氂r毴2)ds (26)

式中:Ep 为纸张的拉伸模量;E 为胶辊弹性材料

的弹性模量。
将接触区域上下辊轮的切应力式 (16) 代入式

(26) 得到:

毰p(s)= -1
Ep

暺
曓

m=1

1
m

(ER01hm1+ER02hm2)·

cosm毿-cosm毿s
L

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
(27)

接触表面的速度与切应变具有简单的关系,即:

v1(1+毰毴2)=v2(1+毰毴1) (28)

v1(1+毰p)=vp(1+毰毴1) (29)
化简得到:

vp

v1
=1+毰p -毰毴1 (30)

将式(30) 对s进行求导,得到上辊轮的条件方

程:

d毰p

ds-d毰毴1

ds =0 (31)

同理,可以得到下辊轮条件方程:

d毰p

ds-d毰毴2

ds =0 (32)

3暋数值结果

无网格配点法与施密特正交化方法以及 ANSYS
软件计算在毟=0.05,Ri1=7/11,m=40,n=900,毺=
0.5条件下接触区域的应力分布见图2。 数值分析算

图2暋3种方法计算下的接触区域应力分布

Fig.2Stressdistributionofcontact

areaobtainedbythreemethods

例为在准静态、无摩擦的条件下,纸张在正压力F 作

用下夹持在弹性胶辊中,分析上辊轮与纸张以及下辊

轮接触区域表面的速度比随着下辊轮弹性层的厚度

Ri2以及正压力F变化的情况,见图3和图4。 文献[6]
中使用施密特正交化方法求解在正压力作用下弹性辊

轮与刚性辊轮接触区域的应力分布,文中应用无网格

配点法对式(23),(25),(31) 和(32)进行求解并与施密

特正交化方法求解相比较。 无网格配点法相对于施密

特正交化方法具有简单,精度高的优点。
在正压力F一定的条件下,上辊轮与纸张以及下

辊轮接触区域表面的速度比随着下辊轮弹性层的厚
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图3暋接触区域上辊轮与纸张以及下辊轮表面

的速度比随下辊轮弹性层厚度的变化

Fig.3暋Changeofspeedratiosincontactareawith

therubberthicknessoflowerroller

图4暋接触区域上辊轮与纸张以及下辊轮

表面速度比随毟值的变化

Fig.4Thespeedratioswiththevariationof毟

度的变化见图3。 算例中Ri2取7/11~10/11为典型

的直径为22mm 的胶辊覆盖2~4mm 的弹性层的

情况。 其他参数为Ri2=7/11,毟=0.09,m=40,n=
900,毺=0.5。

在胶辊弹性层厚度一定的情况下,上辊轮与纸张

以及下辊轮接触区域表面的速度比随着正压力F 的

变化见图4。 由 Hertz接触理论通过逆解法可以求得

毟与正压力F 之间的关系,图4中为速度比随着接触

区域边界值毟 的变化,其他参数为Ri1=9/11,Ri2=
10/11,m=40,n=900,毺=0.5。

4暋结语

纸张在胶辊夹持下的运动速度为进纸成功的关

键因素,在准静态、无摩擦的条件下,应用级数形式的

应力函数对复印机中纸张在弹性胶辊夹持下的接触

问题进行了分析,得到以下2个结论:在正压力F 一

定的条件下,上辊轮与纸张以及下辊轮接触区域表面

的速度比随着下辊轮弹性层的厚度的增加而增加;在
胶辊弹性层厚度一定的情况下,上辊轮与纸张以及下

辊轮接触区域表面的速度比随着正压力F 的增加而

增加。 另外,在复印机进纸设计中应考虑胶辊弹性层

的厚度对纸张进给的影响。
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