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2-UPS/UPR/(rT)PS 可重构并联机构的运动学分析及应用 

崔鑫佳，李清*，宁峰平，李瑞琴，王斌斌，张磊 
（中北大学 机械工程学院，太原 030051） 

摘要：目的 针对产品加工包装流水线上的印刷和装箱环节，提出一种具有双构型的 2-UPS/UPR/(rT)PS
可重构并联机构。方法 基于螺旋理论，分析得出机构在 2 种构型下自由度的数目及性质；根据修正的

Kutzbach-Grübler 公式，验证自由度的计算结果；采用封闭矢量法计算 2 种模式下机构的运动学反解；

求解机构在 2 种模式下的可达工作空间；分析应用实例，研究机构在进行印刷和装箱 2 个环节作业时驱

动支链线位移的变化，使得机构满足喷码和装箱工作需求。结果 2-UPS/UPR/(rT)PS 并联机构具有 2R1T、

2R2T 等 2 种运动模式，工作空间内部连续。结论 2-UPS/UPR/(rT)PS 可重构并联机构通过运动副轴线变

化，使机构可在 2R1T、2R2T 这 2 种运动模式下进行切换，可应用于产品印刷、装箱环节。 
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Kinematics Analysis and Application of Reconfigurable 2-UPS/UPR/(rT)PS  
Parallel Mechanism 

CUI Xinjia, LI Qing*, NING Fengping, LI Ruiqin, WANG Binbin, ZHANG Lei 

(School of Mechanical Engineering, North University of China, Taiyuan 030051, China) 

ABSTRACT: The work aims to propose a 2-UPS/UPR/(rT)PS reconfigurable parallel mechanism with dual configuration 

for the printing and packing links on the product processing and packaging assembly line. Based on the screw theory, the 

number and properties of degrees of freedom of the mechanism in two configurations were analyzed. The degree of 

freedom calculation results were verified according to the modified Kutzbach-Grübler formula. The closed vector method 

was used to calculate the inverse kinematics of the mechanism under the two modes. The reachable workspace of the 

mechanism in two modes was solved. Through the analysis of application examples, the displacement change of the 

driving branch line of the mechanism during the two links of printing and packing was studied, and it was concluded that 

the mechanism could meet the requirements of printing and packing. The 2-UPS/UPR/(rT)PS parallel mechanism had two 

motion modes of 2R1T and 2R2T, and the workspace was continuous. The 2-UPS/UPR/(rT)PS reconfigurable parallel 

mechanism can be switched between 2R1T and 2R2T motion modes by changing the axis of the kinematic pair, which 

can be applied to the printing and packing of products. 
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并联机构是目前的研究热点，传统并联机构的自

由度存在单一性[1]，很难适应复杂多变的工况。可重

构并联机构是一类具有多种工作模式的并联机构[2]，

根据工作模式的不同，可以应用于产品包装流水线上

的不同环节，例如印刷环节、装箱环节等。印刷环节

机构需要对印刷高度、印刷角度进行调整，装箱环节

机构要有定位、抓取等多重功能。由此可见，可重构

机构在包装工程等领域具有广泛的应用前景。 
目前，可重构并联机构研究已成为众多学者的关

注焦点。马春生等[3]提出一种 2-SPR/(U+UPR)P(vA)
可重构并联冗余机构，分析了机构的自由度和工作空

间。张春燕等[4]对一种全 R 副可重构机器人进行了分

析，设计出该机器人的多种形态。贾维涵[5]设计了一

种具有 3 种运动模式的并联机构。徐帅等[6]提出一种

三自由度可重构机构，分析了机构的工作空间。徐杰

等[7]提出一种异形虎克铰机构，对机构的自由度进行

了分析。Essomba 等[8]对 3-RRR 球面机构进行了可重

构设计。Huang 等[9]设计了一种通过改变结构参数实

现可重构的并联机构。Jia 等[10]提出了一种变胞机构，

可以从 6 个自由度变为 5、4、3 个自由度。Fang 等[11]

设计了一种具有闭环支链并联机构，可应用于复合材

料铺带。Ye 等[12]提出了一种具有连续可重构能力的

2R1T、1R2T 的可重构并联机构。Chablat 等[13]基于

运动副锁合，提出了具有 3T 和多种 2T1R 模式的并

联机构。Li 等[14]设计了一种三自由度多工作模式并

联机构。Nurahmi 等[15]提出的 3-(rR)PS 可重构并联机

构具有 2 种工作模式。将可重构机构与产品包装融

合，具有良好的应用前景。 
针对产品印刷作业，文杰等 [16]提出了一种具有

2R1T 自由度的 2-RCU/CUR 并联机构。针对快递分

拣装箱作业，樊文龙等[17]设计了具有两转两移自由度

的 2-RPU/2-SPU 并联机构。机构印刷需要 2R1T 的自

由度：沿 z 轴的移动，绕 x 轴、y 轴的转动；产品分

拣装箱，机构需要具有沿 x 轴、z 轴移动，以及绕 x
轴、y 轴转动的 4 个自由度。为了同时满足 2 种生产

环节的需求，文中提出一种 2-UPS/UPR/(rT)PS 可重

构并联机构，并分析该机构在 2 种构型下自由度的数

目及性质，依据运动学反解求解机构的工作空间，结

合印刷和装箱实例，研究机构在进行 2 种作业时的工

作状况。 

1  并联机构 2-UPS/UPR/(rT)PS 构型

描述及坐标系的建立 

并联机构 2-UPS/UPR/(rT)PS 由动平台、静平台、

1 条 UPR 支链（支链 1）、2 条 UPS 支链（支链 2 和

支链 3）及 1 条(rT)PS 支链（支链 4）组成，如图 1
所示。支链 4 由 1 个 rT 副、1 个 P 副和 1 个 S 副组

成。可变构型虎克副[18]（简称 rT 副）是在普通虎克

副的构型基础上，增加了 1 个可以调节虎克副姿态的

旋转自由度。如图 2a 所示，环形件的轴线与支链的

轴线共线，记为(rT)1 构型。如图 2b 所示，环形件的

轴线与支链的轴线垂直，记为(rT)2 构型。 
 

 
 

图 1  并联机构整体构型 
Fig.1 Overall configuration of parallel mechanism 

 

 
 

图 2  可变构型虎克副的 2 种构型 
Fig.2 Two configurations of variable  

configuration Hooke pair 
 

静平台和动平台的构型为圆形，半径分别为 R、

r。静平台上的 3 个 U 副（点 A1、A2、A3）和 1 个 rT
副（点 A4）以正四边形分布。动平台上的 1 个 R 副

（点 B1）和 3 个 S 副（点 B2、B3、B4）以正四边形

分布，如图 1 所示。以静平台几何中心为原点，建立

静坐标系 O-xyz，其中，x 轴沿 OA1 连线方向指向 A1，

y 轴沿 OA2 连线方向指向 A2，z 轴垂直于静平台向上。

以动平台几何中心为原点，建立动坐标系 O0-x0y0z0，

x0 轴沿 O0B1 连线指向 B1，y0 轴沿 O0B2 连线方向指向

B2，z0 轴垂直于动平台向上。 

2  自由度分析 

根据螺旋理论[1]，首先分析支链 1（UPR 支链），

建立局部坐标系O1-x1y1z1，支链1的运动螺旋系见式（1）。 
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式中：$11~$14 为支链 1 的运动螺旋；(a，0，b)
为支链中 P 副的方向余弦；l1 为支链 1 杆长（U 副中

心到 R 副中心的距离），下同；(0，l1a，l1b)为 B4 点

的坐标。对式（1）求反螺旋，得到支链 1 的约束螺

旋，见式（2）。 
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UPR 支链提供 1 个过 U 副转动中心、沿 y1 方向

的约束力，以及沿 z1 方向的约束力偶。支链 2 和支链

3 为 UPS 支链，为六自由度支链，对机构整体不产生

约束[1]。支链 4 为(rT)PS 支链。由于 rT 副具有特殊

性，因此该支链应分为 2 种情况，如图 3 所示。 
 

 
 

图 3  支链 4 的 2 种构型 
Fig.3 Two configurations of branched chain 4 

 
当 rT 铰变为(rT)1PS 构型时，如图 3a 所示，螺

旋 1$42 的轴线与支链 4 的 P 副共线，且过球副中心，

此时可得支链 4 螺旋系，见式（3）。 
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式中：1$41~1$46 为构型 1 时支链 4 的运动螺旋；

c、d 为螺旋 1$42 转轴轴线坐标分量；(0，c，d)为支

链中 P 副的方向余弦；l4 为支链 4 杆长（rT 副中心到

球副中心的距离），下同；(0，l4c，l4d)为 B4 点的坐

标。螺旋 1$42 与螺旋 1$45 线性相关，对式（3）求反

螺旋，得到此种构型下支链 4 的约束螺旋，见式（4）。 

( )41 4 41 0 0; 0r l d l c= −$    (4) 
此时，支链 4 提供 1 个沿 x4 方向且通过支链中

球副中心点的约束力。当 rT 副变为(rT)2PS 构型时，

如图 3b 所示，即螺旋 2$42 的轴线与支链 4 的 P 副的

轴线垂直，此时支链 4 的运动螺旋系见式（5）。 
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式中：2$41~2$46 为构型 2 时支链 4 的运动螺旋；

(0，e，f)为支链中 P 副的方向余弦；(0，l4e，l4f)为
B4 点的坐标。6 个螺旋线性无关，此时支链对机构不

提供约束。机构所受约束如图 4 所示。 
 

 
 

图 4  机构约束示意图 
Fig.4 Schematic diagram of mechanism constraint 

 
当支链 4 为(rT)1PS 构型时，由式（2）、（4）可

知，支链为动平台提供了 3 个约束，分别为沿 y 轴的

约束力、z 轴的约束力偶和沿 x 轴的约束力，这 3 个

约束线性无关，约束力偶限制转动，约束力限制移动。

机构还剩下 3 个自由度，分别为绕 x 轴的转动、绕 y
轴的转动及沿 z 轴的移动。 

当支链 4 为(rT)2PS 构型时，机构中只有 UPR 支

链对机构提供 2 个约束，分别为沿 y 轴的约束力、沿

z 轴的约束力偶，这 2 个约束线性无关。机构还剩下

4 个自由度，分别为绕 x 轴的转动、绕 y 轴的转动、

沿 x 轴的移动、沿 z 轴的移动。 
用修正的 Kutzbach-Grübler 公式，对机构在 2 种

不同构型时的自由度进行验证，验证见式（6）。 

( )
1

1
g

i
i

M D n g f ν ζ
=

= − − + + −    (6) 
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式中，机构不存在公共约束，机构的阶 D=6，构

件数 n=10，机构中总运动副的数目 g=12，机构中运

动副自由度数目之和为 22，冗余约束 v=0。 
在支链 4 为(rT)1PS 构型时，rT 副中螺旋 1$42 的

转动轴线同 S 副的一个螺旋 1$44 的转动轴线重合，

产生了一个局部自由度，ζ=1，计算可得 M=3。在支

链 4 构型为(rT)2PS 时，无局部自由度，即 ζ=0，计

算可得 M=4。验证结果与螺旋理论计算自由度的结

果相符。 
在(rT)1PS 构型时，当机构沿 z 轴移动时，机构

的运动螺旋系不会发生变化，故约束螺旋不会发生

改变，机构的自由度数目及性质也不会发生变化；

当机构绕 x 轴、y 轴转动时，机构的运动螺旋系不会

发生变化，约束螺旋不会发生变化，3 个反螺旋线性

无关，因此机构的自由度具有全周性。在(rT)2PS 构

型时，机构中只有支链 1 提供约束，当机构沿 x 轴、

z 轴移动时，机构的运动螺旋系不会发生变化，2 个

约束螺旋线性无关；当机构绕 x 轴、y 轴转动时，机

构的运动螺旋系不会发生变化，约束螺旋不会发生改

变，2 个约束螺旋线性无关，机构的自由度数目及性

质不变。由此可见，在 2 种构型下机构的自由度具有

全周性。 

3  并联机构的位置反解 

机构的反解是根据机构的末端位姿参数，反求机

构驱动参数的过程[5]。在静平台上，将铰链点相对于

静坐标系 O-xyz 的坐标记为 OAi。在动平台上，将铰

链点相对于动坐标系 O0-x0y0z0 的坐标记为 O0Bi。采用

li 表示杆 AiBi（即每条支链）位置矢量，采用 li 表示

杆 AiBi 的长度，其中 i=1, 2, 3, 4。O0 点相对于 O 点的

位置矢量为 OO0=[x，y，z]T，由刚体转动关系，设动

平台位姿角为(γ，β，α)。已知静平台和动平台的半径

分别为 R、r。静平台上各点相对于静坐标系 O-xyz
的坐标见式（7），动平台上各点相对于动坐标系

O0-x0y0z0 的位置坐标见式（8）。 
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将动坐标系 O0-x0y0z0 中的 O0Bi 点转换到静坐标

系 O-xyz 中，转换后各点坐标记为 ODi (i=1, 2, 3, 4)，
转换见式（9）。 

0

1
O O

i i= +D T B OO    (9) 
在 2 种构型下，动平台均无绕 z 轴的转动，故

γ=0°。转换矩阵 T的计算见式（10）。 
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式中：s、c 分别表示 sin、cos，下同。计算得到

式（11）。 
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根据闭环矢量法，可求出各支链的位置矢量表达
式，见式（12）。 
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得出式（13）。 
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支链的杆长方程见式（14）。 
1,  2,  3,  4i il i= =l    (14) 

在构型 1 时，机构的自由度为沿 z 轴的移动，以
及绕 x 轴和 y 轴的转动，故反解表达见式（15）。 
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当支链 4 为(rT)2PS 构型时，机构共有 4 个自由
度，沿 x 轴、z 轴的移动，以及绕 y 轴、y 轴的转动，
反解表达见式（16）。 
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在(rT)1PS 构型时，根据式（15），机构可给定 3
个参数 z、α、β，求出驱动副反解。在(rT)2PS 构型时，
根据式（16），机构可给定 4 个参数 x、z、α、β，求
出驱动副反解。 

4  工作空间 

机构能否达到预期的工作范围，可以通过分析机构

的末端执行器的可达工作空间来验证[19]。设 R=120 mm，

r=80 mm，每条支链的伸缩范围为 200~600 mm。将末
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端执行器中心点在动坐标系 O0-x0y0z0 的位置表示为
O0Q1=[0，0，H1]T，在(rT)1PS 构型下，通过旋转矩阵将

其转换到静坐标系 O-xyz 中，转换后的位置见式（17）。 

0

1

1 1 1 1

1

s c
s

c c

O O

H
= + H

H z

β α
α

β α

 
 = − 
 + 

Q T Q OO   (17) 

设定 H1=100 mm，给定机构反解所需的参数，
将反解表达式（15）导入 Matlab 中，可得到(rT)1PS
构型下机构末端执行器的可达工作空间范围，如图 5
所示。 

由程序求解可知，末端执行器 z 方向的运动范围
为 243~497 mm，x 轴、y 轴的运动范围均为–86.602 5~ 
86.602 5 mm。 

 

 
 

图 5  工作空间（构型 1） 
Fig.5 Workspace (configuration 1) 

 
机构在(rT)2PS 状态下，同样将末端执行器中心

点 O0Q1 转换到静坐标系中，转换后的位置见式（18）。 

0

1

2 1 1 1

1

s c +
s

c c

O O

H x
= + H

H z

β α
α

β α

 
 = − 
 + 

Q T Q OO   (18) 

由于 rT 铰具有特殊性，因此需对支链 4 中 U 形

件的偏转角进行限制。U 形件的偏转角可通过机构的

几何特性表示出来，D4 位于空间第 3 象限时求解示

意图如图 6 所示。 
 

 
 

图 6  U 形件偏转角求解示意图 
Fig.6 Deflection angle solution  

diagram of U-shaped part 

在图 6 中，α1 表示 U 形件的偏转角，环形件轴

线与 U 形件轴线相互垂直，环形件偏转角为 90°–α1，

见式（19）。 

( ) ( )
°

1 2 2

s c90 arctan
c s s

z r

R r x r

α βα
α α β

 − = −
 − + − 

 (19) 

当 D4 运动到其他区域时，式（19）不变。设定

U 形件偏转角 α1 转动范围为 0°~60°，将反解表达式

（16）导入 Matlab 中，可得到机构的可达工作空间

范围，如图 7 所示。 
求解可知，末端执行器在 x 方向的运动范围为

486.391 6~486.391 6 mm，在 y 方向的运动范围为

86.602 5~86.602 5 mm，在 z 方向的运动范围为

175.710 8~599.513 4 mm。 
 

 
 

图 7  工作空间（构型 2） 
Fig.7 Workspace (configuration 2) 

 
在尺寸不变的情况下，机构通过 rT 运动副改变

运动模式。比较 2 种运动模式可知，2R2T 比 2R1T
多 1 个移动自由度，灵活性较强，工作空间也较大。

对比图 6 和图 7 可知，在 2 种模式下，机构在 y 方向

的运动范围相同，但在 2R2T 运动模式下，机构在 x
和 z 方向的运动范围更大。即，工作空间大的对应

2R2T 运动模式。 

5  应用实例 

目前，很多产品的印刷和装箱工作需要人工完
成，如图 8 所示。在印刷环节，刷头需要有沿 z 轴的
移动自由度来定位印刷高度，由绕 x 轴和 y 轴的转动
来调整印刷角度。当 2-UPS/UPR/(rT)PS 可重构并联
机构为(rT)1PS 构型时，机构的自由度满足印刷工作
所需的 2T1R 自由度，可以满足印刷需求。在装箱环
节，抓手应具有沿 z 轴的移动来调整抓取距离，由沿
x 轴的移动将工件送至装箱点，由绕 x 轴和 y 轴的转
动确保机械手能对工件的姿态进行调整，如图 8b 所
示。当 2-UPS/UPR/(rT)PS 可重构并联机构为(rT)2PS
构型时，机构的自由度可以满足装箱所需的 2T2R 自
由度，满足装箱需求。 
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图 8  2 种作业实际工况 
Fig.8 Two kinds of actual working conditions 

 
以牛奶盒印刷为例，牛奶盒的尺寸为90 mm×60 mm× 

120 mm，刷头距离传送带（牛奶盒底部）240 mm。在第
1 种构型时，根据工作空间范围求解可知，刷头在 z 方向
的运动范围为 243~497 mm，在 x 轴、y 轴的运动范围均
为–86.602 5~86.602 5 mm，刷头的工作空间包含牛奶盒印
刷的作业空间。 

对目标牛奶盒印刷进行模拟仿真，此时机构有 3
个自由度，需要 3 个驱动。经分析，在 4 条支链中任
选 3 个 P 副作为驱动副，经锁死机构的自由度均为零，
即选取 4 条支链中的 P 副作为驱动副，存在 1 个冗余
驱动。在此次仿真中，将支链 1、支链 2 和支链 3 中
的 P 副作为驱动副，将支链 4 中的 P 副作为冗余驱动。 

通过增加冗余驱动，可以优化机构的驱动力分配，降

低机构运动时支链的负载，提升机构的性能。如图

9a 所示，机构进行印刷作业时，设刷头距离喷码处

的垂直高度为 200 mm。在 0~1 s 时，刷头下移至印

刷位置，同时调整印刷姿态。在 1~2 s 时，印刷第 1
个工件。在 2~3 s 时，刷头竖直回移 50 mm（防止影响

下一个工件进入印刷区）。在 3~4 s 时，刷头下移至印

刷位置。在 4~5 s 时，对第 2 个工件进行印刷。在 5~6 s
时，印刷完成，刷头返回初始位置。在工作过程中，

各驱动支链线位移的变化如图 9b 所示。 
以规格为 300 g 的芒果糖盒装箱为例，糖盒尺寸为

150 mm×80 mm×100 mm，抓手与糖盒的垂直距离约为

300 mm，糖盒距离目标放置点的横向距离为 400 mm。

根据工作空间范围可知，机构在第 2 种构型时，抓手

在 x 方向的运动范围为 486.391 6~486.391 6 mm，在 y
方向的运动范围为 86.602 5~86.602 5 mm，在 z 方向的

运动范围为 175.710 8~599.513 4 mm，工作空间包含

糖盒装箱的作业空间。 
对糖盒装箱进行模拟仿真，机构此时有 4 个自由

度，选取 4 条支链中的 P 副作为驱动副，设定 U 形

件的偏转角 α1=30°，机构进行装箱作业，如图 10a 所

示。在 0~1 s 时，抓手下移 300 mm，同时调整抓取 
 

 
 

图 9  喷码环节 
Fig.9 Spraying code link 

 

 
 

图 10  装箱环节 
Fig.10 Packing link 
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姿态。在 1~2 s 时，抓取工件。在 2~3 s 时，抓手在竖

直方向上移 200 mm（设置箱体高度为 100 mm，防止

触碰箱体）。在 3~4 s 时，横向平移 400 mm，到达箱体

落点上方 200 mm 处。在 4~5 s 时，抓手下移 200 mm，

将工件装箱。在 5~6 s 时，抓手在竖直方向上移 200 mm
（防止触碰箱体）。在 6~7 s 时，抓手返回到初始位置下

方 200 mm 处，等待下一个工件进入工作区。装箱周期各

驱动支链线位移的变化如图 10b 所示。 
以印刷环节为例，人工印刷单个产品的平均时间

为 8 s 左右。采用传统机械印刷的速度快，但受到单

一自由度的限制，只能用于包装线上某一环节。由图

9b 可知，将该机构应用于产品印刷，单个产品印刷

的完成时间为 5~6 s，效率高于人工印刷。相较于传

统并联机构，2-UPS/UPR/(rT)PS 并联机构通过重构可

以应用到装箱环节，从而实现一机多用。 

6  结论 

提出了 2-UPS/UPR/(rT)PS 可重构并联机构，对

机构进行了运动学分析和工作空间分析，得出以下

结论。 
1）通过重构 rT 运动副，实现了 2-UPS/UPR/ 

(rT)PS 可重构并联机构在 2R1T、2R2T 两种自由度模

式间的切换。 
2）计算了机构在 2 种构型下的位置逆解方程，

绘制了 2 种构型下的工作空间，并分析了在构型 2 时

U 形件偏转角与机构几何尺寸的关系。 
3）结合应用实例对机构进行仿真分析，绘制机

构在进行印刷和装箱环节时各个支链的线位移的变

化情况，分析机构应用于产品包装线上的优点，验证

了机构的合理性。 
在包装流水线作业方面，目前有许多环节仍以人

工为主，将并联机构与产品包装相结合，对于提升工

作效率及促进包装产业的发展具有较高的应用价值。 
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