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摘要：目的 为了降低拣选系统拥堵率提高应急物资的运输效率，文中提出一种基于马尔科夫的多人拥

堵模型。方法 分别构建窄通道货位单件拣选和货位多件拣选情况下的马尔科夫状态转移矩阵，求解平

稳分布，获得拣选概率与拥堵率的函数关系式，并通过仿真分析不同因素变化对拥堵率的影响。结果 研

究发现在货位单件拣选情况下，拣选概率取值为 0.3 左右时，系统拥堵率达到峰值，之后随拣选概率的

增大而减小；在货位多件拣选情况下，拣选概率与系统拥堵率呈正相关，系统拥堵率随着拣选概率的增

加而增加。结论 在实际拣选作业中，为了降低系统拥堵率，货位单件拣选应尽量避免拣选概率在 0.3

左右；货位多件拣选应尽量降低拣选概率。 
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Markov Modeling and Simulation of Congestion in Multi-person Picking System 

SHANG Jiao, ZHOU Li, LU Xue-peng, LI Ya-kun 

(School of Information, Beijing Wuzi University, Beijing 101149, China) 

ABSTRACT: The work aims to propose a multi-person congestion model based on Markov, in order to reduce the con-

gestion rate of the picking system and improve the transportation efficiency of emergency materials. The Markov state 

transition matrices of single picking in cargo slot and multiple picking in cargo slot in narrow channel were constructed to 

solve the stationary distribution, and obtain the functional relationship between the picking probability and the congestion 

rate. The effect of different factors on the congestion rate was analyzed by simulation. Under single picking in cargo slot, 

the system congestion rate reached its peak at the picking probability of about 0.3, and then decreased with the increase of 

the picking probability. Under multiple picking in cargo slot, the picking probability was positively correlated with the 

system congestion rate, and the system congestion rate increased with the increasing picking probability. Therefore, in the 

actual picking operation, in order to reduce the system congestion rate, the picking probability of about 0.3 should be 

avoided under single picking in cargo slot and under multiple picking, the picking probability should be reduced as much 

as possible. 
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2020 年全国爆发新冠肺炎疫情，医疗用品成了

各地的急需物资，2021 年河南发生洪涝灾害，河南

人民在全国求助应急抢险物品。如何更高效地应对自

然灾害，提高应急物资的运输水平成了文中研究的主

要问题。Wu 等[1]针对未来应急物流保障需求，研究

了系统工程方法和智能技术在应急物流领域的演变
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趋势和应用重点，分析了各种系统工程方法和关键技

术在物流建模、仿真、分析、预测、评价、决策、管

理、控制和规划设计，为实现应急物流跨越式发展提

供了系统的工程基础和技术解决方案。Sun 等[2]提出

了一个双目标鲁棒优化模型，考虑了各种需求的不确

定性，包括伤亡人数、救援物资数量和运输时间等因

素，以确定由伤亡群、临时设施和综合医院组成的三

级救援链中的设施位置、应急资源配置和伤亡运输计

划。Wang 等[3]对如何确定最优的应急设施数量及其最

佳位置的问题进行了全面的综述，建模为一个离散的基

于覆盖范围的应急设施选址问题，还讨论了基于覆盖

模型的常用求解方法和未来的研究方向。Liu 等[4]基

于已定义的 PLPR 的乘性一致性，开发了一种一致性

改进算法，在此基础上建立 DEA 模型，从可接受的

乘性一致性 PLPR 中推导出备选方案的优先权向量，

并通过应急物流配送选择的算例验证了该方法的有

效性和适用性。 

对于仓库内机器人的拥堵问题，很多学者通过路径

规划来尽量避免拥堵的产生，在求解此类路径优化问题

时，目前最多使用的算法为 A*算法，该算法对避免拣

选系统的拥堵情况有较明显的效果[5-9]。陈少华等 [10]

鉴于仓储拣选拥堵问题的重要性和多发性，对仓储拣

选作业过程中影响拣选拥堵率的布局、拣选策略、储

位指派、路径策略的国内外相关研究和解决方案进行

了讨论和综述。Torsten 等[11]研究了不同存储策略和

拣选路径组合下的拣选机器人拥堵问题，设计了一个

基于智能体的模拟模型（ABS）用于矩形仓库中的订

单拣选，研究拣选机器人的行为以及他们与环境的相

互作用，并对其拣选顺序选择过程的影响进行了评

估，得出最优的存储策略和拣选机器人数量。Isravel

等[12]提出了一种基于中心性的 Q 学习路由交通工程

方法，用于拥堵检测和优化交通路由，并在不同的网

络场景下，对不同的流量路径进行了仿真。结果表明，

该方法在路径长度、时延、链路利用率、吞吐量和计

算时间等方面优于现有方法。Aimtongkham 等[13]提出

了一种新的最小化拥堵的拣选方法，利用多级模糊逻

辑来指定队列控制的最优通知级别。对拥堵发生时的

提醒进行了调整，使模块更加灵活，提高了路由发现

效率。 

文中运用马尔科夫的无记忆性来计算多机器人

拥堵模型，而马尔科夫性在仓库布局和拥堵率的计算

方面也有一些研究。Nalivajevs 等[14]给出了一个新的

伪随机实例生成器，它反映了仓库订单提取和发布新

的基准测试床。还使用条件马尔科夫链搜索框架自动

生成新的 GTSP 元启发式训练，专门用于仓库订单提

取。Wang 等[15]使用带 TOA 和卡尔曼滤波器的超宽带

开发板来计算定位结果在出现非视距误差时存在局

限性，提出了基于马尔科夫链和手指匹配的 2 种方

法，证明了这 2 种方法很好地解决了非视距误差问

题。Roy 等[16]提出了一种基于嵌入式马尔科夫链的分

析方法，用于估计半开放排队网络中从负荷依赖站出

发的间隔时间的第一和第二矩。Zhou 等[17]用离散马

尔科夫方法研究了具有传统布局、S 型拣选路径和分

类存储策略的窄通道双拣选系统的拣选拥堵问题。研

究了拣选面的拣货数量对拥堵率的影响，对比了拣选

者的行走速度与拣货速度相同和相差较大时的拥堵

率。Zhou 等[18]研究了宽通道拣货系统的影响因素，

发现拣货密度和拣货面的个数对拣货时间比有影响，

构造了拣选和行走速度一对一比条件下的离散马尔

科夫状态转移概率矩阵，分析了拣选时间比、拣选密

度与拣选面的个数之间的关系。研究结果可为拣货策

略选择提供参考，代表了随机过程在物流作业系统应

用研究的理论基础。 

1  拥堵的产生 

窄通道拣选系统具有节省仓库面积，提高空间

利用率的优点，但是在实际拣选作业中，企业为了

提高顾客的响应速度，同一时间拣选系统中通常会

有多个拣选者工作，因此容易发生拣选拥堵的情况。

窄通道背景下的拥堵包括 2 种，如图 1 所示，仓库

通道后方拣选者不能通过前方拣选者或与前方拣选

者并行。 
 

 
 

图 1  拥堵示意图 
Fig.1 Congestion diagram 

 
拥堵现象会延长后方拣选者的作业时间，降低仓

库拣选效率，而拣选作业作为供应链上的关键环节，

会影响到整个供应链的时效性。为了降低拣选拥堵

率，提高拣选作业效率，有必要对拣选系统拥堵率进

行建模研究。 

2  模型假设、符号说明与状态描述 

2.1  模型假设 

由于现实仓库布局具有多样性，为了方便理论研

究，做如下假设。 

1）假设每列货架为一个拣选单元，拣选者在同

一拣选单元各层进行拣货作业的时间相同。 

2）在实际拣选作业中，同一通道两侧的拣选单元

拣选距离相同，故假设每个货位包括 2 个分别位于通道

两侧的拣选单元，仓库所有货架由 n 个货位组成。 
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3）假设所有货物按照随机存储的原则存储，每

个货位的拣选概率相同。 

4）假设仓库中同时存在多个拣选者，所有拣选

者的拣选时间相同，行走时间相同，并且拣选时间与

行走时间的比例为 1 1∶ 。拣选时间指拣选者拣选一

件货物所需的时间，行走时间指拣选者通过一个货位

所需的时间。 

5）文中以窄通道为背景研究三人拥堵问题，所

以在同一时刻下，每条通道仅允许一个拣选者通过。

所有拣选者遵循 S 型路径进行拣选（见图 2），并且

拣选方向不可改变，第 1k  位拣选者永远位于第 k 位

拣选者的前方。 

 

 

 
图 2  传统布局下 S 型拣选路径示意图 
Fig.2 S-shaped picking path diagram in  

traditional layout 

 
6）将仓库布局按照拣选方向抽象为环形拣选系

统，该环形拣选系统按照顺时针顺序进行拣选，P 表

示该拣选者处于拣选状态，W 表示该拣选者处于行

走状态。当其中 2 位拣选者位于相邻的货位，并且

位于拣选方向前方的拣选者处于拣选状态 P，位于拣

选方向后方的拣选者处于行走状态 W 时，仓库发生

拥堵。 

2.2  符号说明 

为了方便构建多人拣选系统拥堵模型，做出以下

符号说明：n 为货位总数量；k 为拣选者数量；x1 为

第 1 位拣选者与第 2 位拣选者之间的相对距离；x2

为第 2 位拣选者与第 3 位拣选者之间的相对距离；x3

为第 3 位拣选者与第 1 位拣选者之间的相对距离；yi

为第 i 位拣选者所处的状态；zi 为第 i 位拣选者所处

的位置；P 为拣选者处于拣选状态；W 为拣选者处于

行走状态；p 为货位被拣选的概率；q 为货位不被拣

选的概率。 

上述符号有以下约束条件： 
4≥n  

1 1 2( ) mod  x n z z n  

2 2 3( ) mod  x n z z n  

3 3 1( ) mod  x n z z n  
3

1

 k
k

x n  

1 p q  

2.3  状态描述 

文中研究窄通道布局下拣选者的拥堵问题，拣选

者依次通过通道，当且仅当 2 名拣选者的相对距离为

“1”时，该时刻才有出现拥堵的可能性。故不考虑拣

选者在仓库中的绝对位置，即拣选者此刻位于第几货

位，用拣选者之间的相对位置和拣选者本身的状态

1 2 31 2 3( , , ) y y yx x x 描述仓库的状态。 

如图 3a，3 名拣选者位于绝对位置  10,9,4 ，拣

选者 1 处于拣选状态 P，拣选者 2 处于行走状态 W，

拣选者 3 处于行走状态 W，拣选者 1 与拣选者 2 相对

距离为 1，拣选者 2 与拣选者 3 相对距离为 5，拣选

者 3 与拣选者 1 相对距离为 4，因此图 3a 的状态描

述为  1,5, 4
PWW

。由于拣选者 1 处于拣选状态 P，在

窄通道情况下，处于行走状态 W 的拣选者 2 不能通

过拣选者 1，所以拣选者 1、2 之间发生了拥堵。 

如图 3b，3 名拣选者位于绝对位置  8,7,2 ，拣选

者 1 处于行走状态 W，拣选者 2 处于拣选状态 P，拣

选者 3 处于行走状态 W，拣选者 1 与拣选者 2 相对距

离为 1，拣选者 2 与拣选者 3 相对距离为 5，拣选者

3 与拣选者 1 相对距离为 4，因此图 3b 的状态描述为

 1,5, 4
WPW

。仓库中没有拣选者之间发生拥堵。 

 

 
 

图 3  拣选者分布 
Fig.3 Distribution of pickers 

 
为了更简洁地描述马尔科夫转移矩阵，文中对仓

库状态进行了整合，将
1 2 31 2 3( , , ) y y yx x x 情况下，所有发

生拥堵的仓库状态统称为 1 2 3( , , )x x x 堵 ，所有未发生拥

堵的仓库状态统称为 1 2 3( , , )x x x 不堵 。以  
1 2 3

1,5,6
y y y

为

例，当仓库状态为  1,5,6
PWW

、  1,5,6
PWP

时，拣选者
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之间发生拥堵，将上述 2 种状态统称为  1,5,6
堵
；当

仓库状态为  1,5,6
WWW

、  1,5,6
WPW

、  1,5,6
WWP

、

 1,5,6
PPW

、  1,5,6
WPP

、  1,5,6
PPP

时，拣选者之间未

发生拥堵，将上述 6 种状态统称为  1,5,6
不堵

。 

当 x1、x2、x3 都不为 1 时，说明此时仓库中没有

拣 选 者 处 于 相 邻 状 态 ， 此 时 仓 库 状 态 一 定 为

1 2 3( , , )x x x 不堵 ，为了表示方便，文中进行了简写，如

(2,5,6)不堵 ，简写为 (2,5,6) ，因此，在含有 3 个拣选

者的窄通道仓库中，所有可能存在的仓库状态如下。 

[(1,1,n‒2)堵, (1,1,n‒2)不堵, (1,2,n‒3)堵, (1,2,n‒3)不堵],…, 

(1,n‒2,1) 堵 , (1,n‒2,1) 不 堵 , (2,1,n‒3) 堵 , (2,1,n‒3) 不 堵 , 

(2,2,n‒4),…, (2,n‒4,2), (2,n‒3,1) 堵 , (2,n‒3,1) 不 堵 ,…, 

(n‒4,1,3)堵, (n‒4,1,3)不堵, (n‒4,2,2), (n‒4,3,1)堵,(n‒4,3,1)不堵, 

(n‒3,1,2) 堵 , (n‒3,1,2) 不 堵 , (n‒3,2,1) 堵 , (n‒3,2,1) 不 堵 , 

(n‒2,1,1)堵, (n‒2,1,1)不堵] 

其中，所有 1 (1 2) ≤ ≤ x i i n 的仓库状态归类为

状态 i ，例如将 [(1,1,n‒2) 堵 ,(1,1,n‒2) 不 堵 ,…,(1,n‒2,1) 堵

 1, 2,1 ]n
不堵

归类为状态 1，将    [ 2,1,1 , 2,1,1 ]n n 
堵 不堵

归类为状态 2n 。 

3  构建拥堵率模型 

仓库在时刻 t 的状态仅与时刻 t−1 的状态有关，

不受其他历史状态的影响，并且只影响时刻 t+1 的仓

库状态。正因为这种“无记忆”性，文中考虑建立离散

时间马尔科夫模型来分析状态的转移概率矩阵。 

马尔科夫理论要求系统未来状态的概率仅依赖

于系统的当前状态，因此，应用这一理论的第 1 步是

确定一个状态空间，满足此要求的描述。据 2.3 节所

述，对于含有 n 个拣选面 k 个拣选者的拣选系统，所

有可能存在的仓库状态有： 

[(1,1,…,n‒k+1)堵, (1,1,…,n‒k+1)不堵, …,(1,n‒k+1,…,1)堵, 

(1,n‒k+1, …,1) 不 堵 ,…,(2,1,n‒k) 堵 , (2,1, …,n‒ k) 不 堵 , 

(2,2, …,n‒k ‒1), …, (2,n‒k, …,1)堵, (2,n‒k, …,1)不堵, …, 

(n‒k,1,…,2) 堵 , (n‒k,1,…,2) 不 堵 , …, (n‒k,2, …,1) 堵 , 

(n‒k,2, …,1)不堵, (n‒k +1,1, …,1)堵, (n‒k +1,1, …,1)不堵] 

 若时刻 t 仓库处于第 i 个状态，时刻 t−1 处于第 j

个状态，则 ija 表示仓库从时刻 t 到时刻 t−1 的状态转

移概率，是 Markov 链在某一时刻的一步转移概率，

简称为转移概率。记所有可能存在的仓库状态有 r 个，

ija 满足： 

0ija ≥  

0

1
r

ij
j

a


  

记 A 为仓库状态的 Markov 转移概率矩阵，简称

为转移矩阵，有： 

11 12 1

21 22 2

1 2 

 
 
 
 
 
 



r

r

r r rr r r

a a a

a a a

a a a

A  

一个定义在状态空间上的概率分布 Z 若满足

Z ZA ，则称 Z 为该 Markov 链的平稳分布，结合转

移矩阵 A 的维数，Z 表示为：  1 2= , , , rZ z z z 。记 ib

为可变函数，用来判断在所有可能存在的仓库状态

中，第 i 个状态是否为拥堵，有： 

1,

0,
i i

i
b


 


第 个状态为拥堵

第 个状

仓库中

仓库中 态不为拥堵
， 

则 k 位拣选者在仓库中进行拣选作业的平均拥堵

率为： 

1

1

( ) 










r
j i

j

r
j

j

b

D k
k

z

z

 

3.1  货位单件拣选 

本节对拣选者为 3 人、货位 10n  传统布局下

货位单件拣选的拥堵率模型进行了建立与求解。

在此模型中，拣选者在一个货位只拣一件货物，

若时刻 t 某一拣选者在某一货位开始拣选作业（即

该拣选者处于拣选状态 P），则在时刻 1t  时，该

拣选者完成此货位的拣选作业，并将状态更改为行

走状态 W。  

3.1.1  状态转移矩阵 

以 0t 到 1t 为例，分析货位单件拣选情况下，

3 名拣选者的状态转移情况。图 4 表示在 0t 时刻仓

库 状 态 为 (1,2,7)堵 ， 1t 时 刻 仓 库 状 态 转 变 为

(1,1,8)不堵 和 (1, 2,7)不堵 。 (1,2,7)堵 以概率 p 表示为

(1, 2,7)PWP ，以概率 q 表示为 (1,2,7)PWW 。当 0t 时刻

为 (1, 2,7)PWP 状态时， 1t 时刻拣选者 1 将以概率 1

行走，拣选者 2 保持行走不变，拣选者 3 以概率 1 行

走 ， 即 仓 库 状 态 只 能 转 变 为 (1, 2,7)WWW ， 状 态

(1, 2,7)WWW 中未发生拣选者拥堵，属于 (1,2,7)不堵 ；当

0t  时刻为 (1,2,7)PWW 状态时， 1t  时刻拣选者 1 将

以概率 1 行走，拣选者 2 保持行走不变，拣选者 3 以

概率 p 到下一货位拣选，以概率 q 到下一货位行走，

即 仓 库 状 态 转 变 为 (1,1,8)WWP 或 (1,1,8)WWW ， 状 态

(1,1,8)WWP 和 (1,1,8)WWW 中未发生拣选者拥堵，同属于

(1,1,8)不堵 。 

其他转态转移情况依次类推，绘制部分马尔科夫

链状态转移图见图 5。 
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图 4  货位单件拣选下（1,2,7）堵的状态转移情况 
Fig.4 State transfer of (1,2,7)congestion under single picking in cargo slot 

 

 
 

图 5  货位单件拣选下状态转移图 
Fig.5 State transfer diagram under single picking in cargo slot 

 
 

下面根据马尔科夫模型的构建原理建立状态转

移矩阵 T1，由于状态转移矩阵 T1 阶数过高，因此将

矩阵 T1 进行分级描述。 

1）第 1 次分级。状态转移矩阵 T1 如下，将矩阵

T1 定义为一级矩阵。T1 由各类状态之间的概率转移

矩阵为元素构成，称这些元素为二级矩阵，并用字母

进行表示。由于本节讨论的是 10n 的情况，所以上

述各类状态包括状态 1、状态 2、…、状态 8。例如，

从状态 1 到状态 1 的概率转移矩阵由 J1 表示，从状

态 2 到状态 1 的概率转移矩阵由 I1 表示，从状态 1

到状态 2 的概率转移矩阵由 H1 表示。 

1 1
7 6

1 1 1
7 6 5
1 1 1

6 5 4
1 1 1

1 5 4 3
1 1 1

4 3 2
1 1 1

3
1 1 1

1 1 8 8

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  

J H

I F G

E F G

E F G

E F G

E F G

E D B

C A

T  

2）第 2 次分级。以二级矩阵 H1 为例，阐述二级

矩阵的推导过程。各个二级矩阵为某一类状态到另一

类状态的概率转移矩阵，因此构成二级矩阵的元素为
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具体状态之间的转移概率。 
由上文可知，状态 1 中包括(1,1,8)堵、(1,1,8)不堵、

（1,2,7）堵、（1,2,7）不堵等具体状态，状态 2 中包括

       2,1,7 2,1,7 2, 2,6 2,3,5
堵 不堵
、 、 、 等具体状态。将状

态 1 中的各个具体状态作为横向标签，状态 2 中的各
个具体状态作为纵向标签，两两组合计算转移概率，
构成二级矩阵 H1，则矩阵 H1 可以表示为： 

1,2

2,2

4,2 4,3

1

                  217   217  226    235    244    253     262    271    271

118

118

127

127

136

136

145

145

154

154

163

163

172

172

181

181

   

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

堵 不堵 堵 不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵



h

h

h h

H

6,3 6,4

8,4 8,5

10,5 10,6

12,6 12,7

14,7 14,9

16,8 16,9

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 






 

h h

h h

h h

h h

h h

h h
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在二级矩阵 H1 中， 1,2h 为状态 118 堵到状态 217 不堵

转移概率。状态 118 堵包括  1,1,8
PWW

、  1,1,8
WPW

、

 1,1,8
PPW

、  1,1,8
PWP

 4 种。在状态118 （拣选者 1 和

拣选者 2 距离为 1，拣选者 2 和拣选者 3 的距离为 1，
拣选者 3 和拣选者 1 的距离为 8 的状态）所有情况中，

状态为  1,1,8
PWW

、 1,1,8
WPW

、 1,1,8
PPW

、 1,1,8
PWP

的

概率分别为 2pq 、 2pq 、 2p q 、 2p q 。因此在 118 堵中，

状态  1,1,8
PWW

发生的概率为： 
2

2 2 2 2 2


  
pq q

pq pq p q p q
 

同理，状态  1,1,8
WPW

发生的概率为
2

q
，状态

 1,1,8
PPW

发生的概率为
2

p
，状态  1,1,8

PWP
发生的概

率为
2

p
。 

对状态  1,1,8
PWW

进行分析，  1,1,8
PWW

下一状态

一定为  1,1,8
WWW

，而  1,1,8
WWW

属于 118 不堵，因此

 1,1,8
PWW

到 118 不堵的转移概率为 1；对状态  1,1,8
WPW  

进 行 分 析 ，  1,1,8
WPW

下 一 状 态 一 定 为 可 能 为

 2,1,7
WWW

或 者  2,1,7
PWW

， 状 态  2,1,7
WWW

和

 2,1,7
PWW

都属于  2,1,7
不堵

，因此  1,1,8
WPW

到状态

 2,1,7
不堵

的转移概率为 1；对状态（1,1,8）PPW 进行分

析，可知（1,1,8）PPW 到 118 不堵的转移概率为 1；同理，
（1,1,8）PWP 到 118 不堵的转移概率也为 1。 

综上所述，118 堵到 217 不堵的转移概率为： 

1
2 2
 

q q
 

即 1,2 2


q
h 。 

其他转移概率求解过程同上，求得 H1 中各元素

取值见表 1。同理可求其他二级转移矩阵。 
 

表 1  H1 中各元素取值 
Tab.1 The values of the elements in H1 

元素 值 元素 值 

1,2h  
2

q
 10,5h  

2

2
pq

p q
 

2,2h  
2

2 2
p q

p q
 10,6h  

2

2
p q

p q
 

4,2h  
2

2
pq

p q
 12,6h  

2

2
pq

p q
 

4,3h  
2

2
p q

p q
 12,7h  

2

2
p q

p q
 

6,3h  
2

2
pq

p q
 14,7h  

2

2
pq

p q
 

6,4h  
2

2
p q

p q
 14,9h  

2

2
p q

p q
 

8,4h  
2

2
pq

p q
 16,8h  

2 3

2 2
p q

p q
 

8,5h  
2

2
p q

p q
 16,9h  

2 2

2 2

( )


pq p q

p q
 

 

3.1.2  平稳分布与拥堵率 

用 Z1 表示状态转移矩阵 T1 的平稳分布，求解状
态转移矩阵的稳态，即求解稳态方程 Z1T1=Z1 中的向
量 Z1。以货位 10n 为例，用 Matlab 求解得出平稳
分布 Z1 为 57 维向量，记为： 

 1 2 56 57
1 1 1 1 1= , , , ,z z z zZ  

3 位拣选者的平均拥堵率可表示为  1 2 3, ,
堵

x x x ，占

平稳分布中相应位置比重的三分之一，记为 1(3)D ，“1”

表示一个货位只拣选一件货物的情况，“3”表示仓库中
有 3 名拣选者。那么，当货位 10n ，3 名拣选者在一
个货位只拣选一件货物情况下的平均拥堵率为： 

2 3 5 7 9 11 13 15 17 24 26 32 34 39 41 45 47 50 52 54 56
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 57

1
1

(3)
3 i

i

z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z
D

z
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由图 6 可知，当货位总数量固定在 10 时，随着

拣选概率 p 的增加，拣选者平均拥堵率 1(3)D 先增大

到最大值再减小，当拣选概率 0.26p 时，平均拥堵

率 1(3)D 取最大值 0.024 6。 

 

 
 

图 6  货位单件拣选情况下 p 与 1(3)D 的关系 

Fig.6 Relationship between p and 1(3)D under  

single picking 

 

3.2  货位多件拣选 

在拣选者为 3 人、货位 10n 的传统布局，以及

货位多件拣选的条件下对拥堵率模型进行建立与求

解。在这个模型中，拣选者在一个货位可拣多件货物，

若时刻 t 某一拣选者在某一货位开始拣选作业（即该拣

选者处于拣选状态 P），则在时刻 1t 该拣选者完成

一种商品的拣选，并以概率 p 继续在此货位进行下一 

种商品的拣选，以概率 q 行进至下一个货位。若时刻

t 某一拣选者在货位处于行走状态，则在时刻 1t 该

拣选者以概率 1 行进至下一个货位。 

3.2.1  状态转移矩阵 

本节分析货位多件拣选情况下，3 名拣选者的状

态转移情况。图 7 表示在 0t 时刻仓库状态为

(1,2,7)堵 ， 1t 时 刻 仓 库 状 态 转 变 为 (1,1,8)堵 、

(1,1,8)不堵 、 (1,2,7)堵 和 (1, 2,7)不堵 。 (1,2,7)堵 以概率 p

表示为 (1, 2,7)PWP ，以概率 q 表示为 (1,2,7)PWW 。当 0t

时刻为 (1, 2,7)PWP 状态时， 1t 时刻拣选者 1 将以概率

p 在本货位继续拣选，以概率 q 在本货位行走，拣选

者 2 保持行走不变，拣选者 3 将以概率 p 在本货位继

续拣选，以概率 q 在本货位行走，即仓库状态转变为

(1, 2,7)PWP 、 (1,2,7)PWW 、 (1,2,7)WWP 或 (1, 2,7)WWW 。其

中状态 (1, 2,7)PWP 和 (1,2,7)PWW 中拣选者 1 和拣选者 2

之 间 发 生 了 拥 堵 ， 属 于 (1,2,7)堵 ； (1,2,7)WWP 和

(1, 2,7)WWW 未发生拥堵，属于 (1,2,7)不堵 。当 0t 时刻

为 (1,2,7)PWW 状态时，拣选者 1 将以概率 p 在本货位

继续拣选，以概率 q 在本货位行走，拣选者 2 保持行

走不变，拣选者 3 以概率 p 到下一货位拣选，以概率

q 到下一货位行走，即仓库状态转变为 (1,1,8)PWP 、

(1,1,8)PWW 、(1,1,8)WWP 或 (1,1,8)WWW 。其中状态 (1,1,8)PWP

和 (1,1,8)PWW 中拣选者 1 和拣选者 2 之间发生了拥堵，

属于 (1,1,8)堵 ；状态 (1,1,8)WWP 和 (1,1,8)WWW 中未发生拣

选者拥堵，属于 (1,1,8)不堵 。 

依次类推，绘制部分马尔科夫链状态转移见图 8。 

对货位多件拣选的状态转移矩阵 T2 进行分级描

述，具体操作步骤如下。 
 

 

 
 
 

图 7  货位多件拣选下 (1,2,7)堵 的状态转移情况 

Fig.7 State transfer of (1,2,7)堵 undermultiple picking 
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图 8  货位多件拣选下状态转移图 
Fig.8 State transfer diagram under multiple picking incargo slot 

 

1）第 1 次分级。定义状态转移矩阵 T2 为一级矩

阵，由各二级矩阵组成。例如，J2 为从状态 1 到状态

1 的概率转移矩阵，I2 为从状态 2 到状态 1 的概率转

移矩阵，H2 为从状态 1 到状态 2 的概率转移矩阵。 

2 2
7 6

2 2 2
7 6 5
2 2 2

6 5 4
2 2 2

2 5 4 3
2 2 2

4 3 2
2 2 2

3
2 2 2

2 2 8 8

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  

T

J H

I F G

E F G

E F G

E F G

E F G

E D B

C A

 

2）第 2 次分级。将状态 1 中各具体状态作为横

向标签，状态 2 中各具体状态作为纵向标签，两两组

合计算转移概率，得到二级矩阵 H2： 

1,1 1,2

2,1 2,2

4,1

2

                  217   217  226     235    244     253     262     271    271

118

118

127

127

136

136

145

145

154

154

163

163

172

172

181

181

   

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

h h

h h

h h



堵 不堵 堵 不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

堵

不堵

H

4,2 4,3

6,3 6,4

8,4 8,5

10,5 10,6

12,6 12,7

14,7 14,8 14,9

16,8 16,9

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

h

h h

h h

h h

h h

h h h

h h

 
 
 
 
 



















 16 9





















 

在二级矩阵 H2中， 1,1h 为状态 118 堵到状态 217 堵的

转移概率。状态 118 堵包括 (1,1,8)PWW 、 (1,1,8)PWP 、

 1,1,8
PPW

、 1,1,8
PWP

等4种，概率分别为 2pq 、 2pq 、 2p q 、
2p q ，因此在 118 堵中，状态 (1,1,8)PWW 发生的概率为： 

2

2 2 2 2 2


  
pq q

pq pq p q p q
 

同理，状态  1,1,8
WPW

、  1,1,8
PPW

、 (1,1,8)PWP 发

生的概率分别为
2

q
、

2

p
、

2

p
。 

对状态 (1,1,8)PWW 进行分析， (1,1,8)PWW 下一状态

可能为 (1,1,8)PWW 或者  1,1,8
WWW

，因此 (1,1,8)PWW 以概

率 p 转移到  1,1,8
堵
，以概率 q 转移到  1,1,8

不堵
；对

状态  1,1,8
WPW

进行分析，  1,1,8
WPW

下一状态可能为

 2,1,7
WPW

或者  2,1,7
WWW

，因此  1,1,8
WPW

以概率 p

转移到  2,1,7
堵
，以概率 q 转移到  2,1,7

不堵
；对状态

 1,1,8
PPW

进 行 分 析 ，  1,1,8
PPW

下 一 状 态 可 能 为

 1,1,8
PPW

、 (1,1,8)PWW 、  1,1,8
WPW

或  1,1,8
WWW

，因此

 1,1,8
WPW

以概率 2 2p pq 转移到  1,1,8
堵
，以概率 2q

转 移 到  1,1,8
不堵

； 对 状 态  1,1,8
PWP

进 行 分 析 ，

 1,1,8
PWP

下一状态可能为 (1,1,8)PWW 、  1,1,8
PWP

、

 1,1,8
WWW

或  1,1,8
WWP

，因此  1,1,8
WPW

以概率 p 移到

 1,1,8
堵
，以概率 q 转移到  1,1,8

不堵
。 

综上所述，118 堵到 217 堵的转移概率为： 

2 2
 

q pq
p  

即 1,1 2


pq
h 。 

其他转移概率求解过程同上，可求出 H2 中各元

素取值，见表 2。同理可求其他二级转移矩阵。 
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3.2.2  平稳分布与拥堵率 

用 Z2 表示状态转移矩阵 T2 的平稳分布，求解

状态转移矩阵的稳态，即求解稳态方程 Z2T2=Z2 中

的向量 Z2。以货位 10n 为例，用 Matlab 求解得出

平稳分布 Z2 也为 57 维向量，记为： 

 1 2 56 57
2 2 2 2 2= , , , ,z z z zZ  

用 2 (3)D 表示一个货位可拣多件货物情况下 3 位

拣选者的平均拥堵率，其中“2”表示一个货位可拣选
多件货物的情况，“3”表示仓库中有 3 名拣选者。那
么，当货位 10n ，3 名拣选者在一个货位可拣选多
件货物情况下的平均拥堵率为： 

2 3 5 7 9 11 13 15 17 24 26 32 34 39 41 45 47 50 52 54 56
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 57

2
1

(3)
3 i

i

z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z
D

z


                   



 

表 2  H2 中各元素取值 
Tab.2 Values of the elements in H2 

元素 值 元素 值 

1,1h  
2

pq
 8,5h  

2

2
p q

p q
 

1,2h  
2

2

q
 10,5h  

2

2
pq

p q
 

2,1h  
3 2

2 2
p q

p q
 10,6h  

2

2
p q

p q
 

2,2h  
2 2

2 2

( )


p q p q
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如图 9 所示，当 0.5p 时， 2 (3)D =0.074 3，当

货位总数量固定在 10 时，随着拣选概率 p 的增加，

拣选者平均拥堵率 2 (3)D 增大，但是，图 9 中也直观

地展示出，即使拣选概率 p 很大时，拣选者的平均拥

堵率 2 (3)D 不会大于 0.141 8。综上，当拣选者在一个

货位拣选多个货品，且拣选与行走时间比为 1 1∶ 时，

拣选系统不会产生很大的拥堵。 

4  拥堵率模型仿真分析 

4.1  不同货位的仿真模拟 

以上基于货位 10n 的假设对拥堵率进行了理

论推导，但是在实际仓库拣选作业中，货位 n 的数量

远大于 10。下面分别对货位 50n 、 100n 、 200n 、

300n 和 500n 的情况做仿真研究。图 10 和图 11

分别表示一个货位只拣一件货物时和一个货位可拣

多件货物时不同货位数量下的 3 人平均拥堵率仿真

情况，图 10 中曲线从上到下依次代表货位数量

50n 、 100n 、 200n 、 300n 和 500n 。 
 

 
 

图 9  货位多件拣选情况下 p 与 2 (3)D 的关系 

Fig.9 Relationship between p and 2 (3)D
 

undermultiple picking in cargo slot 
 

 
 

图 10  货位单件拣选情况下货位变化对 

拥堵率的影响 
Fig.10 Effect of slot change on congestion  

rate under single picking 
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由图 10 可知，在货位单件拣选的情况下，拥堵

率随拣选概率的变化呈偏态分布。当拣选概率确定，

拣选者平均拥堵率随着货位总数 n 的增大而减小。

当拣选区域固定，随着拣选密度 p 的增加，拣选者

平均拥堵率先增大到最大值再减小，并且随着 n 的

变化，p 属于 (0.25,0.32) 时，拥堵率最高。拣选概率

0p 时拥堵率为 0，显然，当每个货位都不被拣选

时，所有拣选人员一直处于行走状态，系统不会产

生拥堵。当拣选概率 1p 时，每个货位都需要被拣

选，所有拣选人员依次对每个货位进行拣选，不会

产生拥堵。 
 

 
 

图 11  货位多件拣选情况下货位变化对 

拥堵率的影响 
Fig.11 Effect of cargo slot change on  

congestion rate under multiple picking 
 

由图 11 可知，在货位多件拣选的情况下，当拣

选概率固定时，随着货位总量的增加拥堵率不断减

小，显然货位总量的增加减小了拣选人员相遇的概

率；当货位总数量固定时，拥堵率随着拣选概率的增

大而增大，因为单个货位被重复拣选的次数越多，越

容易阻塞后方的拣选者。 

图 11 与图 10 的区别在于单个货位的拣选次数，

当单个货位拣选次数大于 1，拣选次数的增加会导致

拣选概率与平均拥堵率呈现正比例关系，并在拣选概

率为 1 时取峰值。 

4.2  不同拣选者的仿真模拟 

当拣选者人数增加时，马尔科夫转移矩阵的维数

迅速增大，很难构建拥堵率模型，所以下面采用仿真

模拟的方法对 200n 时，不同拣选者人数情况下的

平均拥堵率进行仿真研究。图 12 和图 13 分别表示一

个货位只拣一件货物时和一个货位可拣多件货物时，

不同拣选者人数下的拥堵率仿真情况，图 12 中曲线

从下到上依次代表拣选者人数为 4、5、6、8 和 10 的

情况。 

由图 12 可知，在拣选者人数固定的情况下，平

均拥堵率随着拣选概率的增大仍然是从 0 开始先增

大后减小为 0，并且平均拥堵率 1(3)D 在拣选概率

0.3p 左右达到峰值，与 3 人拥堵规律大致相同。在

货位单件拣选情况下，当拣选概率一定时，随着拣选

者人数的增加，拥堵率也在增加，这是由于处于窄通

道拣选，通道只能由一人通过，拣选者人数的增加使

拥堵的概率上升。在图 12 中，当仓库有 4 个拣选者

时，拣选的平均拥堵率最小，因此，当一个拣选面只

拣选一件货品且拣选者人数少时，拥堵在拣选系统中

不是关键的问题。 
 

 
 

图 12  货位单件拣选下拣选者人数变化对 

拥堵率的影响 
Fig.12 Effect of the change of the number of  

pickers on the congestion rate under single picking 
 

 
 

图 13  货位多件拣选下拣选者人数变化对 

拥堵率的影响 
Fig.13 Effect of the change of the number of  

pickers on congestion rate under multiple picking 
 

由图 13 可知，在货位多件拣选情况下，同一拣

选概率，拣选者人数越多，在拣选系统中相遇的概率

越高。由于在窄通道内，当一个拣选者进行拣选时，

另一个拣选者不能通过，因此拥堵率增大。当拣选者

人数确定时，单个货位被拣选的概率增大带动了平均
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拥堵率的增加，且平均拥堵率 2 (3)D 随着拣选概率 p

的变化关系与 3 人拥堵的情况相同。 

5  结语 

文中设计了一种基于马尔科夫的多人拣选拥堵

模型，在传统仓库窄通道拣选的背景下，将仓库布局

抽象成环形拣选系统，对货位单件拣选和货位多件拣

选这 2 种拣选方式分别建立马尔科夫状态转移矩阵，

通过求解平稳分布，获得拥堵率表达式，并分析拣选

概率与拥堵率函数关系图。 

在货位单件拣选情况下，存在使拥堵率 1(3)D 达

到最大的拣选概率 p，在实际拣选作业中应尽量避免

拣选概率 p 取值为 0.26，拣选概率 p 大于或小于 0.26

都可以降低拥堵率 1(3)D 。在货位多件拣选情况下，

拥堵率 1(3)D 随着拣选概率 p 的增加一直增加，在实

际拣选作业中应尽量降低拣选概率 p。 

在实际仓库拣选作业中，货位总数量 n 和拣选者

人数 k 是不确定的，文中分别在不同货位量和不同拣

选者人数的情况下，对拣选概率和拥堵率之间的关系进

行了仿真研究，仿真结果与 3 人马尔科夫拥堵模型具有

极大的相似性，证明了文中提出的拥堵率模型具有一定

的可信度，对实际拣选作业有一定的借鉴意义。 

在后续工作中，将进一步研究拣选时间与行走时

间不同比值下的拥堵率。在理论方面，文章丰富了随

机过程理论在仓储拣选方面的相关理论和研究内容，

为研究仓库拥堵率提供了新的思路。在实践方面，文

中提出的拥堵模型有望进一步降低仓库订单拣选的

拥堵率，提高拣选速度，增强社会应对公共突发事件

的应急能力。 
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