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摘要：目的 考虑到运输包装系统耦合形式复杂，包装材料及包装结构具有非线性特性，不容易测量局

部物理参数，需要对传统逆向子结构方法进行优化，使之能够求解非线性多点耦合系统中子结构的动态

响应特性。方法 使用描述函数法将非线性的运输包装系统线性化，测量其在若干特定振动幅值下的频

率响应函数；之后，应用逆向子结构方法和参数识别方法，计算包装件的模态参数；最后，拟合包装件

模态参数与振动幅值之间的关系，构建函数来描述包装件的动态响应特性。结果 在集总参数模型中，

解耦预测值与实际值吻合；在有限元模型中，对响应峰值的预测误差小于 5%，对响应跳跃现象所在频

率的预测误差小于 3%。结论 该研究将传统逆向子结构方法的应用范围拓展到了非线性多点耦合系统，

对复杂运输包装系统动力学模型的构建和防振包装的设计具有指导意义。 
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A Decoupling Method for Multi-coordinate Coupled Transport Packaging System 

Containing Nonlinear Sub-structure 
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ABSTRACT: The work aims to optimize the traditional inverse sub-structuring method, to get the dynamic response 

characteristic of sub-structure in nonlinear multi-coordinate coupled system, which is helpful to resolve the issue that 

complex coupling forms and nonlinear characteristic of material make it difficult to measure the physical parameters in 

transport packaging system. The description function method is used to linearize the nonlinear system and the frequency 

response functions (FRFs) at several response amplitudes need to be measured. Then, the modal parameters of the 

sub-structure can be identified by inverse sub-structuring method. Lastly, the relationship between the modal parameters 

and vibration amplitudes is fitted and a function is constructed to describe the dynamic response characteristic of the 

sub-structure. In the lumped parameter model, the predicted response was consistent with the actual. In the finite element 

model, the prediction error of the response peak was less than 5%, and the prediction error of the jumping frequency was 

less than 3%. The application of traditional inverse sub-structuring method was extended to nonlinear multi-coordinate 

coupled system, which had guiding significance for the construction of dynamic model of complex transport packaging 
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system and the design of anti-vibration packaging. 

KEY WORDS: inverse sub-structuring method; transport packaging; vibration; nonlinear 

在现代缓冲包装设计流程中，设计师经常借助动

力学计算和有限元仿真来确定缓冲材料和包装结构

的参数。其中，包装件动态响应特性的获取是精准有

效建立其动力学模型的关键[1]，然而，在实际运输过

程中，产品、包装与运载车辆耦合联结在一起，构成

复杂的运输包装系统，致使包装件的动态响应特性难

以被直接测量[2]。此外，包装件在耦合状态与非耦合

状态下的响应特性不同，对其单独测量的结果不能代

表其在耦合状态下的特性。针对这一问题，王志伟、

王军等 [3-6]将逆向子结构方法应用到了运输包装领

域，实现了对运输包装系统中子结构动态响应特性的

间接预测。 

为建立与实际情况更加接近的理论模型，逆向子

结构方法在近年来持续发展。主要趋势有：为适应集

装、堆码等复杂耦合情况，从单点耦合系统向多点耦

合系统发展[7-8]；为重点考虑产品中的易损部件，从

二级耦合系统向多级耦合系统发展 [9]；设法降低误

差，如利用奇异值分解方法抑制计算过程中矩阵求逆

导致的误差放大[10-11]。 

在以往研究中，均假设运输包装系统是线性的，

而实际包装材料与包装结构具有非线性特性[12-14]，在

使用传统逆向子结构方法进行分析时，将非线性结构

视作线性结构会导致求解结果不准确。对此，笔者在

之前的研究中，结合逆向子结构方法与参数识别技

术，实现了对含非线性子结构耦合系统的解耦，其中

只考虑了单点耦合的情况 [15]。文中结合运输包装实

际，针对含非线性子结构的多点耦合系统做进一步讨

论，拓展了逆向子结构方法的应用范围，并分别在集

总参数模型和有限元模型中进行了验证。 

1  理论方法 

包装件与运载车辆之间的耦合关系见图 1a，该

耦合系统可抽象化为图 1b 所示的物理模型，文中以

该模型为基础进行理论分析。 

1.1  非线性系统线性化 

逆向子结构方法需要测量系统的频率响应函数

来进行解耦运算，而非线性系统不具备传统意义上的

频率响应函数，因此需要将其线性化。 

非线性结构的动力学方程可以写成： 
L    Mx Cx Kx N f           (1) 

式中：M、C和 K为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度

矩阵；f和 NL 分别为外部激励力向量和内部非线性力

向量；x为位移向量。 

假设激励是简谐振动，根据欧拉公式，f 在时域

上能被写成： 
ie tf F           (2) 

式中：F为简谐激励 f的幅值；ω为激励的角频

率；e 为自然常数，i 为虚数单位。 

非线性结构的稳态响应以级数形式表示为： 

i

1 1

er t
r r

r r


 

 

  x x X           (3) 

式中：xr 为结构的第 r 阶谐波响应；Xr 为第 r 阶

谐波响应的幅值。通常，第 1 阶谐波是响应的主要成

分，而其他阶次谐波相对较小[16]。在忽略高阶谐波的

前提下，式（3）可写成： 
ie tx X           (4) 

 

 
 

图 1  包装件–运载车辆耦合系统 
Fig.1 Package-carrier coupled system 
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式中：X为第 1 阶谐波响应的幅值。与之对应地，
非线性内力也只考虑第 1 阶谐波，并设 N 为第 1 阶
内部非线性力的幅值，得到： 

i
L e tN N           (5) 

将式（2）、（4）和（5）代入到式（1）中，得到： 

 2 +i + + =  M C K X N F           (6) 

如果该结构的非线性特征体现为：刚度随响应幅
值的变化而变化。那么，根据描述函数法[16]，可以把非
线性内力的幅值 N写成响应幅值 X的一次函数，即： 

N ΔX           (7) 
式中：Δ为描述函数矩阵。矩阵内部各位置的元素为： 

1,

n

ii ii ij

j j i

ij ij

Δ v v

Δ v

 


 


  

           (8) 

式中：Δii 为位于矩阵中第 i 行 i 列的元素；Δij 为
位于矩阵中第 i 行 j 列的元素；vii 为结构中坐标 i 和
地面之间的非线性力的描述函数；vij 为结构中坐标 i
和坐标 j 之间非线性力的描述函数。vii 和 vij 的值均与
响应幅值 X 有关，因此，Δ 是随 X 变化的函数。在
此基础上，式（7）能被表示成式（9）的形式。 

X QF           (9) 

其中： 

  12 i 


    Q M C K Δ           (10) 

Q在文中被称作准线性频率响应函数矩阵，它的
值与结构的振动幅值 X有关，只能表征结构在特定振
动幅值下的响应特性。 

至此，实现了非线性结构的线性化，得到了非线
性结构的准线性频率响应函数。 

1.2  逆向子结构方法 

将图 1 所示的包装件—运载车辆耦合系统抽象
化，考虑一个由非线性子结构 A 和线性子结构 B 组
成的系统 S，见图 2。2 个子结构之间通过 n 对耦合
点连接在一起。图 1 中，ia 和 ib 分别表示非线性子结
构 A 和线性子结构 B 的内部自由度，ca 和 cb 分别表
示它们的耦合自由度，KC 为耦合刚度矩阵。 

 

 
 

图 2  包含非线性子结构的多点耦合系统 
Fig.2 Multi-coordinate coupled system containing  

nonlinear sub-structure 

其准线性频率响应函数矩阵可表示为： 

  12
S S S S Si 


    Q M C K Δ           (11) 

式中：MS、CS 和 KS 分别为系统 S 的质量矩阵、

阻尼矩阵和刚度矩阵；ΔS 为系统 S 中以描述函数法

线性化的非线性内力矩阵。QS 和 ΔS 随响应幅值 X

变化。 

系统 S 的动力学方程可写作： 

ia ia

ca ca
S

cb cb

ib ib

   
   
      
   
      

X F

X F
Q

X F

X F

          (12) 

其中： 

S,iaia S,iaca S,iacb S,iaib

S,caia S,caca S,cacb S,caib
S

S,cbia S,cbca S,cbcb S,cbib

S,ibia S,ibca S,ibcb S,ibib

 
 
   
 
  

Q Q Q Q

Q Q Q Q
Q

Q Q Q Q

Q Q Q Q

   (13) 

举例说明式（13）中变量的物理含义：[QS,iaia]

表示耦合系统 S 中，自由度 ia 的准线性驱动点频率响

应函数；[QS,iaca]表示耦合系统 S 中，从自由度 ca 到

自由度 ia 的准线性跨点频率响应函数。 

另一方面，根据力的平衡条件，可得： 
1

ca A,caca ca C ca cb
1

cb B,cbcb cb C cb ca

( )

( )





   
   

F Q X K X X

F H X K X X
    (14) 

式中：[HB,cbcb]为线性子结构 B 中，耦合自由度

cb 的驱动点频率响应函数。 

结合式（12）、（13）、（14）可得到二级耦合系统

的解耦公式： 

 
 

1

A,caca S,cacb S,cbcb S,cacb

1
S,caca S,cbca S,cbcb S,cacb            









Q Q Q Q

Q Q Q Q
   (15) 

式（15）在本研究之前已有其他研究者得出，其

含义是非线性子结构 A 的准线性频率响应函数可通

过对耦合系统 S 进行测量得出。 

与单点耦合系统相比，多点耦合系统中的耦合坐

标有 n 个，因此，频率响应函数矩阵中对应位置的元

素为 n 维矩阵。以两点耦合系统（耦合自由度为 ca1

和 ca2）为例，其耦合自由度的准线性频率响应函数

矩阵表示为： 

1 1 1 2

2 1 2 2

S,ca ca S,ca ca

S,caca
S,ca ca S,ca ca

Q Q

Q Q

 
  
  

Q           (16) 

1.3  基于模态参数识别的响应特性求解 

因为非线性系统的准线性频率响应函数 Q 是在

唯一固定的响应幅值 X下确定的，因此，由式（15）

只能得到非线性子结构在特定振动幅值下的响应特

性，而无法预测其在任意大小激励下的响应特性。对

此，提出一种基于模态参数识别的求解策略。 
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首先，使用激振器给系统施加 m 种不同幅值的

激励，记录非线性子结构中某点的响应幅值 X，测得

系统在 m 种不同响应幅值 X 下的准线性频率响应函

数 QS(X1), QS(X2), …, QS(Xm)。之后，应用模态参数识

别技术求解出对应于每个响应幅值的固有频率和阻

尼比。经此过程，会得到与响应幅值有关的一组固有

频率{ωn1, ωn2, ……, ωnm}和一组阻尼比{ζ1, ζ2, ……, 

ζm}。最后，以 X 作为自变量，分别拟合其与固有频

率 ωn 和阻尼比 ζ的关系，得到 ωn(X)和 ζ(X)，两者都

是 X 的函数。 

对应于黏性阻尼系统频率响应函数的模态表达

式，将作为响应幅值函数的模态参数代入到频率响应

函数表达式中，可以重构出非线性结构关于响应幅值

的频率响应函数 Q(X,ω)，其表达式为： 

   
   2 2

n n1

,
( ) 2i ( )

q
r

r r rr

C X
Q X

X X X


   


   (17) 

式中：q 为所分析的模态数；ωnr 为第 r 阶模态的

固有频率；ζr 为第 r 阶模态的阻尼比；Cr(X)为第 r 阶

模态频率响应函数表达式中的常数项。 

根据频率响应函数的定义，有： 

 
   2 2

n n1 ( ) 2i ( )

q
r

r r rr

C X X

FX X X   


    (18) 

对式（18）进行求解，即可求得测量点在任意大

小激励 F 下的响应 X。 

2  模型验证 

2.1  集总参数模型 

该节中，参考一般运载车辆的结构，建立了一个

含非线性部件的集总参数模型，见图 3。通过对这个

模型的分析，来验证所提出解耦方法的可靠性。 

该模型由非线性子结构 A 和线性子结构 B 两部

分组成。子结构 A 代表具有非线性特性的包装件，

子结构 B 代表运载车辆。其中，m 为集中质量，集中

质量之间存在线性刚度 k 和线性阻尼 c，它们的下标

为不同位置参数的编号。在子结构 A 中加入一个非

线性弹簧 kNL，以体现包装材料和包装结构的非线性，

这使得子结构 A 成为一个非线性子结构，也使得整

个系统成为一个非线性系统。2 个子结构之间通过弹

簧 k4 和 k5、阻尼 c4 和 c5，形成两点耦合。模型中参

数的值见表 1。 

下面说明如何在不拆解结构、只能在耦合状态下

激励和测量的前提下，计算非线性子结构 A 的振动

响应特性。 

假设非线性弹簧 kNL 具有立方刚度的性质，其非

线性内力 NL 表示为 
3

L NLN k x           (19) 

式中：kNL 的值为 1×107 N/m3。 

 
 

图 3  包含非线性部件的多点耦合系统集总参数模型 
Fig.3 Lumped parametric model of multi-coordinate  
coupled system containing nonlinear sub-structure 

 

表 1  集总参数模型中参数的值 
Tab.1 Parameters in the lumped parameter model 

质量/kg 刚度/(N∙m−1) 阻尼/(N∙s∙m−1) 

m1=2 k1=50 000 c1=2 

m2=2 k2=30 000 c2=2 

m3=1 k3=25 000 c3=1 

m4=1 k4=35 000 c4=1.5 

m5=3 k5=30 000 c5=1.5 

m6=3 k6=40 000 c6=1 

— k7=45 000 c7=2 

— k8=45 000 c8=2 

— k9=35 000 c9=1.5 

— k10=40 000 c10=2 

— k11=50 000 c11=2 
 

该系统的准线性频率响应函数可由式（11）给出，

其中： 

2
11 NL

3

4
v k X           (20) 

控制 m1 处的振幅 X 从 2 mm 增加到 20 mm，计
算耦合自由度 ca 在不同振幅下的准线性频率响应函
数。以 QS,ca1ca1 和 QS,ca1ca2 为例，其部分响应特性见图
4，可见该结构的响应特性会随响应幅值而改变，具
有明显的非线性特征。 

类似地，分别计算出 QS,cacb、QS,cbcb 和 QS,cbca，将
它们代入到式（14）中，可解耦得到非线性子结构 A

的准线性频率响应函数 QA,caca，见图 5。可以看出，
子结构 A 的一阶固有频率会随响应幅值的增加而递
增，表现出渐硬的特性。 

为检验该解耦方法的准确性，以非耦合状态下的
子结构 A 为对象，应用谐波平衡法直接计算 m1 处驱
动点频率响应函数在若干振幅下的实际值，将其与预
测值进行比较，结果见图 6，两者保持高度一致。 



·256· 包 装 工 程 2022 年 12 月 

 

 
图 4  子结构 A 耦合自由度频率响应函数在不同响应幅值下的测量结果 

Fig.4 Measured FRFs of sub-structure A at different response amplitudes 

 

 

 
图 5  子结构 A 耦合自由度频率响应函数在不同响应幅值下的解耦结果 

Fig.5 Decoupled FRFs of sub-structure A at different response amplitudes 

 

 

 
图 6  m1 处驱动点频率响应函数在不同响应幅值下的 

预测值与实际值对比 
Fig.6 Comparison of predicted and actual FRFs at m1 at 

 different response amplitudes 

基于非线性子结构 A 的 m1 处的驱动点频率响应

函数，应用多项式拟合法识别其模态参数，并拟合模

态参数与非线性弹簧响应幅值之间的函数关系。将各

模态参数作为振幅的函数代入到式（17）中，可以重

构出式（21）函数来描述的 m1 处的振动响应特性： 

   
     

 
     

1

1

2 2
n1 1 n1

2

2 2
n2 2 n2

,
2i

                   
2i

m

C X
Q X

X X X

C X

X X X


   

   

 
    

    

 (21) 

假设外部激励 F 为 20 N，而激励的位移幅值不

再固定，作用于 m1 处对子结构 A 进行正向扫频，根

据式（18）所给出的关系，即可对位移响应 X 进行求

解，这里使用的求解方法为牛顿迭代法。解得 m1 处

的驱动点频率响应函数，并将其与理论值进行比较，

结果见图 7。可见两者高度一致，且精准预测了对非

线性结构进行扫频时出现的响应跳跃现象。 
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图 7  在 m1 处进行扫频激励的频率响应函数预测值与 

理论值对比 
Fig.7 Comparison of predicted and theoretical FRFs at m1 

under sweep excitation  
 

2.2  有限元模型 

在此节中，建立了一个包含非线性子结构的多点

耦合系统有限元模型，并通过对其进行频率响应分析

来检验文中所提出理论在连续体模型中的应用效果。

该模型由一个具有线性刚度特性的悬臂梁和一个具

有非线性刚度特性的 T 型梁通过 2 根弹簧连接而成，

模型装配效果及几何参数见图 8。 
 

 
 

图 8  包含非线性部件的多点耦合系统有限元模型及 

其几何参数 
Fig.8 Finite element model of multi-coordinate coupled  

system and its geometric parameters 
 

文 中 所 使 用 的 有 限 元 建 模 与 分 析 软 件 为

ABAQUS。在软件环境中完成建模后，设置如下材料

参数与约束条件：构成悬臂梁和 T 型梁的材料均为

钢，其弹性模量为 200 GPa，泊松比为 0.3，密度为 7 

800 kg/m3。上方悬臂梁为线性子结构，在其固定端设

置完全固定约束；下方的 T 形梁为非线性子结构，由

一根悬臂梁和一根两端固定薄梁刚性连接而成，在连

接位置设置绑定约束，在其固定端设置完全固定约

束。a 点与 c 点、b 点与 d 点之间各有一根刚度均为

5 000 N/m 的弹簧连接，通过设置弹簧连接器实现。 

应用文中所提出的解耦策略，可以在不对模型进行

拆解的前提下，通过测量该系统在 4 个耦合点的频率响应

函数，来预测非线性子结构（即 T 型梁）的频率响应函数。

利用有限元软件对该模型进行模态分析，得到其一阶模态

的有效质量占结构实际质量的 83.2%，因此可以判断该模

型的响应主要受一阶模态影响，文中考虑其一阶模态。 

对系统进行激振，控制 c 点的响应幅值分别为 0.5、

1、1.5、2、2.5、3 mm，测量每个响应幅值下各耦合点

的准线性频率响应函数，它们组成了系统耦合自由度的

准线性频率响应函数矩阵。将它们代入到式（15）中，

即可求得非线性子结构在不同响应幅值下的准线性频

率响应函数。以 a 点为例，其驱动点频率响应函数的求

解结果见图 9。对该频率响应函数进行参数识别，并拟

合模态参数与响应幅值的关系。 
 

 
 

图 9  a 点的驱动点频率响应函数在不同响应幅值下的 

解耦结果 
Fig.9 Decoupled results of the drive-point FRFs at a at  

different response amplitudes 
 

只要给定激励的幅值 F，即可代入式（18）进行求

解。为验证求解结果，使用 ABAQUS 显式动力学模块

对激励为 1 N 时若干频率点的响应进行计算，并将计算

值与预测值进行对比，结果见图 10，两者保持高度一致。 
 

 
 

图 10  在 a 点进行扫频激励的频率响应函数预测值 

实际值对比 
Fig.10 Comparison of predicted and theoretical FRFs at  

a under sweep excitation 
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3  结语 

考虑到包装结构和包装材料的非线性与运输包

装系统耦合形式的复杂性，文中提出了一种针对非线

性多点耦合系统的解耦方法，能够在不拆解系统的前

提下，通过测量运输包装系统的频率响应函数来求解

包装件的动态响应特性，具体步骤如下。 

1）使用激振器对系统施加简谐激励，测量系统

耦合位置在不同响应幅值下的准线性频率响应函数。 

2）使用逆向子结构方法求解非线性子结构在不

同响应幅值下的准线性频率响应函数。 

3）识别非线性子结构的模态参数并拟合其模态

参数与响应幅值之间的关系。 

4）构建激励幅值与响应幅值之间的关系方程并

进行求解。 

在集总参数模型和有限元连续模型中，文中方法

对非线性子结构振动响应特性的预测结果与实际值

基本吻合，证明了其有效性，在运输包装系统参数获

取与模型构建、运输过程产品状态监测等方面具备应

用前景。 
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