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摘要：目的 考虑真实随机振动的非高斯特性，提出一种根据已知信息生成与其相符的非高斯随机振动

过程的数值模拟方法。方法 基于均值、方差、偏斜度、峭度及功率谱密度函数（或自相关函数）等约

束条件，对非高斯随机振动进行模拟。根据功率谱获取非高斯过程的自相关矩阵；通过 Hermite 多项式

的正交性质和多项式混沌展开方法推导出的公式，构造满足标准正态分布随机过程的协方差矩阵，并对

其进行谱分解和主成分分析；最后，利用 Karhunen-Loeve 展开和多项式混沌展开来表示所模拟的非高

斯振动过程。结果 随着采样点个数的增加，实测数据与模拟数据之间的误差越来越小，该方法具有较

好的模拟精度。结论 应用多项式混沌展开、Karhunen-Loeve 展开以及蒙特卡洛等方法，可生成非高斯

随机振动过程，并得到准确有效的各项统计参数模拟值。 
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A Numerical Simulation Method for Non-Gaussian Random Vibration Process 
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(Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, China) 

ABSTRACT: The work aims to propose an appropriate numerical simulation method for non-Gaussian random vibration 

processes generated according to the known information when considering non-Gaussian property of the actual random 

vibration. Based on such constraint conditions as mean, variance, skewness, kurtosis and PSD function (or autocorrelation 

function), the non-Gaussian random vibration was simulated. The autocorrelation matrix of the non-Gaussian process was 

obtained from the PSD. Through the formula derived from Hermite polynomial orthogonal property and polynomial chaos 

expansion, the covariance matrix of the standard normal distribution random process was constructed, and the spectral 

decomposition and principal component analysis were also performed. Finally, the simulated non-Gaussian vibration pro-

cess was represented by Karhunen-Loeve expansion and polynomial chaos expansion. As the number of sampling points 

increased, the error between measured data and simulated data became smaller and smaller, besides, the proposed method 

had good simulation accuracy. Combined with polynomial chaos expansion, Karhunen-Loeve expansion and Monte Carlo 

method, the non-Gaussian random vibration process can be generated and accurate and effective simulation values of 

various statistical parameters can be obtained. 

KEY WORDS: non-Gaussian random vibration; polynomial chaos expansion; Karhunen-Loeve expansion; Monte Carlo 

method 
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随机振动现象普遍存在于工程与自然界中，比如

汽车在凹凸不平路面上行驶时受到的影响、阵风作用

下结构的响应以及地震对地面建筑物的作用等，这些

都是由随机激励引起的随机振动现象。随机振动过程

虽然无法用具体函数形式进行描述，但却可以通过寻

找其统计规律来解决相关问题，按照幅值概率分布特

征可以将随机振动过程分为高斯和非高斯 2 种情况。

目前，对于高斯过程的研究已经积累了大量的理论方

法和经验结论，因此工程中遇到的随机振动问题往往

都会采用等效高斯方法来对其进行分析处理[1]，然而

实际中大部分振动过程中具有明显的非高斯特性[2]，

这就导致模拟获得的随机振动过程与实际振动过程

之间存在明显的差异。鉴于非高斯随机振动过程的数

值模拟具有重要理论意义和工程应用价值，国内外许

多研究者都对此进行了深入分析并提出了一些有效

的模拟方法。 

Steinwolf[3]根据特定 PSD（功率谱密度函数）条

件结合调制谐波相位法模拟生成了非高斯随机激励，

此方法具有较高的模拟精度及计算效率；Rouillard[4]

深入研究了车辆振动环境下的非高斯特性，并提出利

用多个方差不同的高斯随机振动过程生成非高斯随

机振动过程的模拟方法；Rizzi[5]等依据时间序列特征

并在统计分析了大量实际环境中非高斯振动信号后，

将非高斯过程分为平稳和非平稳 2 种情况，并指出大

多振动信号的非高斯性是由短时非平稳性造成的；

Seong 和 Peterka[6—7]根据指数峰值模型生成非高斯随

机振动过程的相关数据提取了相位信息，同时通过

PSD 曲线提取了幅值信息，最后模拟得到了非高斯风

压时程；蒋瑜[8]研究了基于幅值调整与相位重构的模

拟方法并由此生成了具有指定统计特征参数和频谱

特性的超高斯随机振动过程，其间通过多次迭代取得

了与偏斜度、峭度目标值近似的模拟值；夏静等[9]采

用 Weibull 和 Beta 分布构造调制信号，在窗函数幅值

调制法的基础上利用自功率谱密度及峭度生成了非

高斯随机信号，最后分析并确立了这 2 种信号在非高

斯条件下峭度的取值范围；黄铭枫等[10]根据风洞试验

取得的数据样本，提出利用四参数风压谱模型、多点

谐波叠加法及 Hermite 变换关系模拟非高斯随机风压

场，并通过引入反映其特征的误差控制参数来修正模

拟结果。 

上述非高斯模拟方法大都存在计算过程较为繁

琐（迭代算法需要进行多次反复迭代以逼近目标值）

及模拟精度和计算效率不高等问题。基于此，文中拟

提出一种非高斯随机振动过程的数值模拟方法，即根

据特征统计参数（均值、方差、偏斜度及峭度）和

PSD 函数，结合多项式混沌展开（Polynomial Chaos 

Expansion）和 Karhunen-Loeve 展开的相关公式，再

通过蒙特卡洛方法（Monte Carlo Method）生成随机

数并将其代入到上述公式，模拟得到非高斯振动过

程。以车辆在不平路面上行驶时的垂向振动过程为例

介绍分析的具体步骤。 

1  非高斯随机振动 

高斯随机振动过程只需要 PSD 函数就可以进行

描述，但对于非高斯振动来说，其概率密度分布具有

明显的非对称现象，若仅用 PSD 来表示，将会造成

模拟振动与实际振动之间存在较大误差。 

为了更好地模拟非高斯随机振动 F(t)（t 为时间）

并保证其准确性，除 PSD、均值 µF 以及方差 σF
2 外，

还需要引入一些新的特征统计参数，即偏斜度 SF 和

峭度 KF 来反映非高斯随机过程的分布情况[11—13]。由

文献[11—12]可知 SF 和 KF 的计算公式如下所示。 
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式中：m3，m4 分别为随机过程 F(t)的 3 阶和 4

阶中心距。 

非高斯与高斯过程的时域对比与概率分布对比

见图 1，图 1a 为同等均值与方差条件下的一对高斯与

非高斯随机过程的时域对比图，图1b 为对应的概率密

度函数曲线。对于高斯随机振动，只需符合 SF=0 及

KF=3 这 2 个条件即可，其概率密度分布函数左右对

称；而对于非高斯随机过程来说，其概率分布图形按

照 SF 的正负情况可分为右偏分布和左偏分布，若按

照 KF 与 3 的大小关系又可将其分为超高斯分布和亚

高斯分布[12—13]。 

2  非高斯过程的数值模拟算法 

若已知非高斯过程 F(t)中的 PSD、µF、σF
2、SF

以及 KF，可通过多项式混沌展开、Karhunen-Loeve

展开以及蒙特卡洛等方法对其进行表示。首先，根据

功率谱（自相关函数）得到 F(t)的自相关矩阵 CFF；

接下来根据 Hermite 多项式正交性质等得到反映 F(t)

与标准正态随机过程 ξ(t)关系的表达式，构造出 ξ(t)

的自相关矩阵 Σξξ，对其进行谱分解和主成分分析；

最后，利用 Karhunen-Loeve 展开和多项式混沌展开

的相应式表示 F(t)。以下是非高斯随机振动过程数值

模拟算法的具体步骤。 

随机过程 F(t)的自相关函数 ρFF 可以通过对其功

率谱密度函数进行逆傅立叶变换获得，振动过程的时

间区间为[0,T]，设步长为 Δt，n=T/Δt+1 是将此区间

等分成（n-1）份后离散点的个数。接下来构造出一

个 n×n 的自相关矩阵 CFF，其中，任意一个元素都满

足 CFF(ti,tj)=ρFF(τ)，自变量 τ=|ti-tj|=Δt|i-j|。假定 ξ(t) 
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图 1  非高斯与高斯过程的时域对比与概率分布对比 
Fig.1 Time domain comparison and probability distribution comparison of non-Gaussian and Gaussian processes 

 

的协方差矩阵为 Σξξ=[Σξξ(ti,tj)]，i,j=1,2ꞏꞏꞏn，对方阵 Σξξ
进行谱分解，为了避免特征值中出现复数选用文献
[14]中的奇异值分解法。 

Σξξ=QΣQT                        (3) 
式中：Σ=diag(λ1,λ2ꞏꞏꞏλn)，其中 λi 为矩阵 Σξξ的特

征值， i=1,2ꞏꞏꞏn； Q=[Q1,Q2ꞏꞏꞏQn]是酉矩阵，满足
QQT=I，I 为单位阵；T 为矩阵转置符号，Qi 是 Σξξ
的特征向量，i=1,2ꞏꞏꞏn。根据文献[15—16]，ξ(t)可用
Karhunen-Loeve 展开进行表示。 
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式中：ξi 为标准正态随机变量，i=1,2ꞏꞏꞏn，可通
过蒙特卡洛方法生成。为了减少计算量，提高运算效
率，对矩阵 Σξξ 应用文献[16]提出的主成分分析法确
定所需特征值与特征向量的个数，即计算出满足下列
条件时的 r 值。 
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式中：p 为阈值且 0<p≤1，（4）式中 ξi 的个数也
相应减少为 r。根据文献[17]，任意随机变量 F 都可
通过一维正交标准正态随机变量 ξ的 Hermite 多项式
Hk 的组合形式来表示。 
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式中：bk（k=0,1,2,3ꞏꞏꞏ）为多项式混沌展开中的
各项系数。Hk(ξ)在概率论中的定义如文献[18]所述。 
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式中：dk/dξk (ꞏ)为 k 阶导数。若要表示随机过程
F(t)，式(6)可以拓展为： 

0 1

2 3
2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ( ) 1) ( )( ( ) 3 ( ))

k kF t b t H t b t b t t

b t t b t t t



  

   

    


    (8)

 

随机过程分为平稳和非平稳 2 种情况，设定式

（8）中的 F(t)为平稳随机过程，则系数 bk(t)为常量，

不会随时间变化而发生变化。根据 Hermite 多项式的

正交性质及式（8），可推导出 F(t)关于 ti 和 tj 的协方差。 

FF ( , ) ( ) ( ) ( !) ( [ ( ) ( )])k
i j k i k j i j

k

t t b t b t k E t t   C  (9) 

式中：E[ξ(ti)ξ(tj)]=Σξξ(ti,tj)， i,j=1,2ꞏꞏꞏn，由此可

以得到式（3）中 ξ(t)的协方差矩阵。根据 Hk 的正交

性质以及 ξ 的相关性质可以得到以下结论。 

1）若 m 是奇数，则 E(ξm)=0。 

2）若 m 是偶数，则 E(ξ0)=E(ξ2)=1。 

3）当 k≥2 时，Hk 的均值为零。 

根据式（1—2），（6—8）和 F(t)的前 4 阶中心矩

计算公式推导得到： 
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给定特征统计参数，并令 ggu(b0,b1,b2,b3) ，

u=1,2,3,4，分别由式（14—17）表示。 

1 0 1 2 3 1 0 1 2 3 F( , , , ) ( , , , )gg b b b b g b b b b     (14)  
2

2 0 1 2 3 2 0 1 2 3 F( , , , ) ( , , , )gg b b b b g b b b b     (15)  
3

3 0 1 2 3 3 0 1 2 3 F F( , , , ) ( , , , )gg b b b b g b b b b S       (16) 
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4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 F F( , , , ) ( , , , )gg b b b b g b b b b K      (17)  

随后构造最优化模型并利用模拟退火算法或其

他全局优化方法计算出 b0，b1，b2，b3 的值。 
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非线性目标函数 f 中存在着大量的极小值点，若

采用传统确定性优化算法来寻找其最小值，会很容易

陷入局部最优解的陷阱。模拟退火算法（Simulated 

Annealing Algorithm）作为蒙特卡洛迭代求解法中的

一种全局优化算法，可以有效避免局部最小的发   

生[19]。模拟退火算法通过利用自然界中固体退火原理

来求解函数最小值，在物理学中，若将固体加热到足

够高的温度，再逐步降温使其冷却，那么固体内部会

达到稳定的最低能态，同理，假设所要解决的优化系

统是一个能量函数，利用模拟退火算法使得系统朝着

能量减小的方向发展[20]。模拟退火算法会以一定概率

接受系统能量较高的状态，进而不断避开局部最小，

因此用该方法求得全域最优点的概率较大。 

3  仿真算例及试验 

公路运输是货物流通的重要方式，运输过程中由

于路面不平生成随机激励，并经车辆系统传递，使包

装件及其内装产品产生振动响应，继而可能造成包装

件的破损，因此分析并模拟包装件流通过程中的实际

振动环境，对于确保运输包装安全具有重要意义。以

路况较差公路上行驶的运输汽车为研究对象，测试并

选取试验中记录的一段垂向振动信号数据，得到图 2

所示的非高斯随机过程，其各项特征统计参数值分别

为 µF=−0.0023，σF
2=0.4891，SF=0.5599，KF=4.2651。 

 

 
 

图 2  垂向随机振动过程 
Fig.2 Vertical random vibration process 

 

垂向随机振动 F(t)的 PSD 曲线见图 3，其自相关

函数曲线见图 4。振动时间范围为 0—5 s，令其步长

Δt 为 0.001 s 进行离散化处理，根据 F(t)的自相关曲

线获得其自相关矩阵 CFF。随后利用模拟退火算法得

到系数 b0，b1，b2，b3 的最优解后，根据式（9）计

算出标准正态随机振动过程 ξ(t)的协方差矩阵 Σξξ，其

中，矩阵 CFF 和 Σξξ均为 5001 行 5001 列的对称阵。 

对 Σξξ进行谱分解，计算出其特征值并从大到小

进行排序，其部分分布情况见图 5，各个特征值依次

记作 λi，i=1,2ꞏꞏꞏ5001。然后进行主成分分析，取 p 值

为 0.95，根据式（5）可得 r 为 1243，将 Σξξ中的前 r

个特征值、特征向量以及利用蒙特卡洛方法生成的标

准正态随机变量 ξi，i=1,2ꞏꞏꞏr 代入式（4）得到 ξ(t)。

再利用式（8）模拟出一个平稳非高斯随机振动的时

域信号，见图 6。对比图 6 与图 2 可以看出，在均值、

方差、偏斜度、峭度以及功率谱（或自相关函数）等

约束条件下，利用多项式混沌展开、Karhunen-Loeve  

 

 
 

图 3  垂向随机振动的 PSD 曲线 
Fig.3 PSD curve of vertical random vibration 

 

 
 

图 4  垂向随机振动的自相关曲线 
Fig.4 ACF curve of vertical random vibration 

 

 
 

图 5  协方差矩阵 Σξξ的特征值 
Fig.5 Eigenvalues of covariance matrix Σξξ 
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图 6  模拟非高斯随机振动 
Fig.6 Simulated non-Gaussian random vibration 

 
展开和蒙特卡洛方法模拟得到的非高斯随机振动信

号与实测得到的振动信号较为相似。 

利用蒙特卡洛方法选取采样点且其个数分别为

5000，50 000，100 000 以及 200 000 时，对非高斯振

动进行分析计算后获取的统计参数模拟值见表 1，由

表 1 可知，随着采样点数量的增加，各项特征统计参

数的实际值与模拟值之间的误差越来越小。 
 

表 1  非高斯过程的特征统计参数分析 
Tab.1 Analysis of characteristic statistical parameters 

of non-Gaussian process 

采样点数量 均值 方差 偏斜度 峭度 

5000 −0.0013 0.4526 0.5189 3.9319 

50 000 −0.0019 0.4647 0.5451 4.1391 

100 000 −0.0019 0.4818 0.5547 4.2173 

200 000 −0.0021 0.4883 0.5576 4.2635 

实际值 −0.0023 0.4891 0.5599 4.2651 
 

4  结语 

文中采集了运输汽车在不平路面上行驶时的垂

向振动数据，根据实测数据计算出均值、方差、偏斜

度和峭度以及 PSD 函数。然后采用 Karhunen-Loeve

展开和多项式混沌展开的相关公式及蒙特卡洛方法

生成了非高斯随机振动过程，并计算出相应条件下各

项参数的模拟值。将该方法得出的参数值与实测数据

得到的参数值进行对比，发现该方法具有较高的模拟

精度。同时若建立路面激励、运输车辆及包装件系统

模型，利用上述方法得到的非高斯随机激励和 4 阶龙

格库塔方法对包装件的振动响应进行模拟，这将为运

输包装系统的可靠性研究提供准确的分析工具。 
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