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摘要：目的 鉴于 4S 闭环结构的优良运动性能，设计一种带球铰闭环的新型并联机构，并对其位置解及

工作空间进行分析。方法 针对所设计的闭环并联机构，首先建立机构模型，然后用约束螺旋计算其自

由度，其次基于数值法求解位置正反解，并通过相应运动算例验证其正确性，最后利用数值搜索法求解

工作空间并进行分析。结果 动平台能够实现绕 y 轴转动、沿 y 方向移动和沿 z 方向移动的 3 自由度；

闭环并联机构在约束参数范围内的工作空间连续稳定且没有出现空洞。结论 3 条支链和 4S 闭环并联结

构减少了过约束和奇异位型，且运动性能优良、运动空间大，在并联机床和工业机器人领域有可观的应

用前景。 
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Position of New Single-branch Closed-loop Parallel Mechanism with Ball Joints 

LI Hong, LI Ya-li, LI Rui-qin, HU Yang 
(School of Mechanical Engineering, North University of China, Taiyuan 030051, China) 

ABSTRACT: The work aims to design a new closed loop parallel mechanism with ball joints, and analyze its position 

solution and working space, in view of the excellent motion performance of the 4S closed-loop structure. The mechanism 

model was firstly established for the designed closed-loop parallel mechanism. Then, the constraint screw was used 

to calculate its degree of freedom. Secondly, the forward and inverse position solution was solved based on the numerical 

method and its correctness was verified by the corresponding motion example. Finally, the numerical search method was 

used to solve the working space and for the analysis. The moving platform could realize 3 degrees of freedom around the 

y-axis rotation, and of the movement along y and z directions. The working space of the closed-loop parallel mechanism 

was continuously stable and had no holes within the range of constraint parameters. The three-branch and 4S closed-loop 

parallel structure reduces the over-constrained and singular-position type, has excellent motion performance and large 

motion space, and considerable application prospects in the field of parallel machine tools and industrial robots. 

KEY WORDS: parallel mechanism; degree of freedom; forward and reverse position solution; working space 

文中提出新型单支链含球铰闭环并联机构，动平

台和机架由 2个相同的 PRT支链和一个 P(4S)支链相

连。一个支链应用的 4S 闭环机构能够保持着平面特

性不变，不存在过约束，这一结构曾被最成功并联机

器人 Delta 所应用，并有多种变异形式[1]。与采用对

称支链的 Delta机器人相比，文中机构采用非对称支

链，运动学和动力学性能非对称，可以适用于某些方

向性能要求较高而其他方向性能要求较低的特殊场

合。非对称的并联机构对于并联机构也具有非常重要

的意义，典型的机构有应用较为广泛的 Tricept 机   

床[2]、天津大学的 Trivariant机器人[3]。胡少刚对一般

非对称 6/6-SPS 型 Stewart 并联机构位置正解进行了

分析 [4]；石明提出可以用于 3D 打印的非对称

3-P-(2SS)并联机构并对其工作空间和动力学进行了

分析[5]。 

在自动包装线上，该机构运动学解耦计算方便，

便于实时运动控制。此外，该机构采用三支链结构，

具有约束少、不容易干涉、奇异位形较少、运动空间
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较大、运动性能优良、动态响应快等优点，因此可实

现高精度快速分拣，提高包装工作的效率以及准确

性，在各行业（如食品、医药、饮料等行业）将会有

广泛的应用。 

1  并联机构的模型和自由度计算 

1.1  机构模型及坐标系 

该并联机构见图 1，动平台和定平台通过 2个相

同的 PRT支链和一个 P(4S)支链相连。动平台形状为

等腰直角三角形，其中心点 OB与端点 ai距离为 r，
定平台形状为等腰直角三角形，其中心点 OB与端点

Ai距离为 R。连杆长度为 a1B1=a2B2=a3B3=L。以直角
三角形斜边的中点为坐标原点 OA 建立坐标系

OA-xAyAzA，其中 xA轴垂直于 A1A2，yA平行于 A1A2，

zA 轴垂直于静平台；以动平台斜边的原点坐标原点

OB建立坐标系 OB-xByBzB，其中 xB轴垂直于 a1a2，yB

轴平行于 a1a2，zB轴垂直于动平台。 
 

 
 

图 1  并联机构结构 
Fig.1 Parallel mechanism structure 

 

1.2  自由度分析与计算[7] 

该并联机构的各支链非对称，所以需要对该机构

每条支链进行螺旋分析，支链结构见图 2、图 3。 
 

 
 

图 2  支链 1，2 
Fig.2 Branches 1 and 2 

 
 

图 3  支链 3 
Fig.3 Branch 3 

 
第 1条支链在局部坐标系O1-x1y1z1中运动螺旋表

示为： 
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通过式（1）来计算反螺旋，就得出第 1 支链的

约束螺旋系。 
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支链 2与支链 1布置方式相同，其螺旋系同上。 

第 3 条支链分为 2 分链，分链 1 在局部坐标系

O3-x3y3z3表示为： 

311

312

313

314 14

315 15

316

(1 0 0;0 0 0)

(0 1 0;0 0 0)

(0 0 1;0 0 0)

(1 0 0;0  0)

$ =(0 1 0;  0 0)

$ =(0 0 1;0 0 0) 

$
$
$
$ e

d






 

(3) 

对式（3）计算反螺旋，求得分链 1 的约束螺旋

见式（4）。 
r
31 (0 0 1;0 0 0) $   (4) 
r
32 2(0 0 1;  0 1)$ d  (5) 

分链 2与其结构布置相同，结果见式（5）。式（4）

和式（5）求得支链 3的运动螺旋。 
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(6) 

移动副 P的运动螺旋可以表示为： 

p p p(0 0 0;  0  )$ d f
 

(7) 

将式（6）和式（7）计算反螺旋，就可得出支链

3的约束螺旋。 
r
3 (0 0 0;1 0 0) $   (8) 
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结合式（2）和式（8）求出整个机构的运动螺旋系。 
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(9) 

运用螺旋理论证明了该并联机构可以实现 y 方
向转动、沿 y方向的移动和 z方向的移动。 

下面根据 G-K公式求得并联机构的自由度。 

( 1) 3 
g

iiF d n g f v        (10) 

式中：并联机构的阶数 d为 6；总构件数 n为 9；

运动副数目 g为 11；冗余约束 v为 2；局部自由度 ζ 

为 2。 

螺旋理论和 G-K 公式均验证了机构具有三自  

由度。 

2  位置正反解求解 

2.1  位置反解分析 

动平台的位置姿态用 z-x-y 型欧拉角表示，已知
动平台最先绕坐标系 OB-xByBzB的 z 轴旋转 φ 角，再
在新坐标系上绕 y轴旋转 θ角，最后再绕 x轴旋转 ψ
角，旋转矩阵可以描述为： 
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由螺旋分析可知动平台实现 2移动 1转动，所以， 
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动平台点 ai在动平台 OB-xByBzB动坐标系中的位

置参数为： 
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定平台点 Bi 在定坐标系 OA-xAyAzA 中的位置参 

数为： 
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点 ai 在定坐标系 OA-xAyAzA 中的位置参数表示   

如下： 
O * OB

ia R ai P    (15) 

式中：P=(0 y z)T。经过坐标变换由等式（15）可

得坐标点 ai在定坐标系 OA-xAyAzA的坐标，表示为： 
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则机构运动学反解可由下列约束方程求得。 

( 1, 2,3)i ia B L i  
 

 (17) 

将式（14）、式（16）带入式（17）求得 Hi           
如下： 

1 2 2 ( )H z L r y R       

2 2
2 ( )H z L r y R    

 
 (18) 

2 2 2
3 sin ( cos )H z r L r r y        

由式（18）可得到 8组解。但在实际应用中只会

出现“±”取“−”时的解。 

2.2  位置正解分析 

相对于反解的求解过程，机构的正解计算量十分

繁琐且计算量大[6—10]。机构的位置正解为已知驱动杆

输入位置 Hi参数来求解动平台的位置参数 θ，y，z，
各个支链杆长 Li的值已知，通过式（17）和式（18）

联立可得： 
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式中：c=a2+1，d=2a(b−r+R)−2H1，e=(b−r+R)2+ 

H1
2−L2。 

2 2
2 4( )
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f f h g
h g



 

   





   (21)   

式中： f=2r(H2−z)； g=−2rR； h=−L2+R2+r2+y2+ 

(z+H2)
2。 

对式（19—21）求解，即可求得动平台的位置姿

态 θ，y，z。 

2.3  正反解运动算例分析 

设并联机构的机构参数为 R=590， r=130，

L=780。假设已知动平台的位置参数为 y=100，z=790，

θ=π/6时，由式（1）求出并联机构的所有位置反解，

结果见表 1，表中第 1 组解为式（1）的“±”全部取   

负号。 

在实际应用中只会出现第 1组解的情况，将位置

反解所求的 H1，H2，H3位置解第 1 组作为输入值，

带入式（1），（20），（21）可得并联机构位置正解，

结果见表 2。根据 Matlab软件将表 2得出的数据编程

绘制并联机构的位置姿态图，见图 4。 
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表 1  并联机构的位置反解值 
Tab.1 Inverse position solution of parallel mechanism 

序号 H1 H2 H3 

1 247.0451 98.0462 116.3348 

2 247.0451 1482.00 116.3348 

3 247.0451 98.0642 1333.700 

4 247.0451 1482.00 1333.700 

5 1333.00 98.0462 116.3348 

6 1333.00 1482.00 116.3348 

7 1333.00 98.0642 1333.700 

8 1333.00 1482.00 1333.700 

 

表 2  并联机构的位置正解值 
Tab.2 Forward position solution of parallel mechanism 

序号 y z θ 

1 100.0028 790.0169 0.5329 

2 −100.0012 790.0169 1.1792 

3 100.0028 790.0169 1.1792 

4 −100.0012 790.0169 0.5329 

5 100.0028 −444.9157 −1.9356 

6 −100.0012 −444.9157 0.4148 

7 100.0028 −444.9157 0.4148 

8 −100.0012 −444.9157 −1.9356 

 

图 4  并联机构位置正解的位置姿态 
Fig.4 Positional attitude of the forward position solution of the parallel mechanism 

由表 1和表 2数据对比可得，第 1组正反解数值

完全对应，验证了正反解求解过程及结果的正确性。 

3  工作空间分析 

并联机构的可达工作空间是指动平台上一点位

置在运行时可达到的空间区域。文中提出的并联机  

构动平台上一点[0,0,Z]在定坐标系 O-xyz 下的位置表
示为： 

A

A

A

0

cos 0 sin 0 0 sin

0 1 0 0
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(22) 

在所有条件和结构参数已知的情况下，依据位置

反解等式（17）和约束条件，通过 Matlab 进行编程

进而求解所有能到达的位置点，这些点的集合就是并

联机构所能到达的工作空间。据上文计算思路和思想

并根据三维坐标搜索法[11—15]画出单支链闭环球铰并

联机构的工作空间，搜索参数见表 3。工作空间见

图 5。 

 
表 3  空间搜索参数极值范围 

Tab.3 Limit range of spatial search parameters 

参数项 数值 初始数值及范围

沿 x轴方向的搜索范围/mm 0 [ 300, 300]Y    

沿 y轴方向的搜索范围/mm 0 [ 300, 300]Y    

沿 z轴方向的搜索范围/mm 0 [0, 2000]Z   

姿态角 Ф/(°) 0 [ 10,10]    

姿态角 θ/(°) 0 [ 60,100]    

姿态角 ψ/(°) 0 [ 60, 60]    
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图 5  并联机构工作空间 
Fig.5 Working space of the parallel mechanism 

从图 5 中可以看出，此并联机构在约束参数范

围内的工作空间连续稳定且没有出现空洞，这说明

了所设计单支链闭环球铰并联机构在工作空间内的

运动没有奇异位置，运动比较稳定，具有良好的运

动性能。 

4  结语 

文中提出的单支链含有球铰闭环的空间三自由

度并联机构过约束少、解耦计算方便，应用了闭环球

铰结构，具有非对称并联机构的优点，有沿 y，z 方
向的移动和绕 y轴的转动。文中用定杆长约束条件得
到了其位置反解表达式，用正反解算例验证了其正确

性，分析了其工作空间，证明运动性能稳定，因此这

种并联机构可以广泛应用在工业机器人和并联机床

等领域。 
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