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摘要：目的 对于四杆机构在包装推料应用中，其运动轨迹与理论要求差别较大，不能很好地满足高精

度包装产品需求的问题，拟采用改进蚁群算法来优化四杆机构几何参数。方法 引入二维坐标系建立四

杆机构几何参数，通过数学关系式推导运动轨迹点的坐标方程式。分析四杆机构几何参数变量，构造多

目标优化误差函数，添加四杆机构运动约束条件。引用改进蚁群算法对四杆机构几何参数进行多目标优

化，采用数学软件 Matlab 对优化结果进行误差仿真验证。结果 仿真结果表明，四杆机构参数优化后，

横向和纵向的平均误差、均方根误差降低，横向的平均误差和均方根误差分别降低了 55.9%和 59.1%，

纵向的平均误差和均方根误差分别降低了 56.7%和 53.5%。结论 采用改进蚁群算法优化四杆机构几何参

数，提高了四杆机构在包装中的定位精度。 
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ABSTRACT: At present, the four-bar mechanism in the application of packaging thrust material, its motion trajectory and 

theoretical requirements are quite different, can not meet the needs of high precision packaging products. In this regard, 

the improved ant colony algorithm was used to optimize the geometric parameters of the four-bar linkage. Two dimen-

sional coordinate systems were introduced to establish the geometric parameters of the four-bar mechanism. Coordinate 

equation of the trajectory points was derived through mathematical relations. The geometric parameter variables of the 

four-bar linkage were analyzed and the multi-objective optimization error function was constructed. At the same time, the 

motion constraint conditions of the four-bar mechanism were added. The improved ant colony algorithm was used have 

multi-objective optimization on the geometric parameters of the four-bar mechanism. The mathematical software Matlab 

was used to carry out the error simulation verification of the optimization results. The simulation results show that the 

average error and root mean square error of the four-bar linkage mechanism were reduced after optimization. The mean 

and root mean square errors of the crosswise were decreased by 55.9% and 59.1% respectively. The mean and root mean 

square errors of the longitudinal were decreased by 56.7% and 53.5% respectively. The improved ant colony 

rithm could optimize the geometrical parameters of four-bar mechanism and improve the positioning accuracy of four-bar 

mechanism in packaging. 
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平面连杆机构具有如下优点：承载力大，产生的

压强小；磨损相对较小；圆柱面或平面加工容易，方

便机构实现转动或移动。四杆机构是平面连杆机构中

最简单的机构，是研究多杆机构的基础，广泛应用于
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医学、汽车、航空及包装等许多领域[1—2]。随着电子

自动化的普及，四杆机构运动轨迹的精度要求也越来

越高，因此，如何提高四杆机构运动轨迹的精度，是

包装加工高精度产品急需解决的问题之一。 

针对四杆机构运动产生较大误差问题，研究者对

四杆机构理论方法进行大量研究。例如：丁必荣 [3]

采用蜜蜂进化型蚁群算法优化四杆机构几何参数，

构造四杆机构优化数学模型，对优化结果进行了比

较和分析，降低了四杆机构运动轨迹误差，但是蜜

蜂进化型蚁群算法在搜索过程中，容易产生局部最

优解。何俊[4]采用 Matlab 工具箱函数优化四杆机构几

何参数，采用 Matlab 软件工具箱的优化功能，实现

多目标约束条件下的连杆轨迹点的优化设计，优化后

的四杆机构运动轨迹精度满足设计要求，但是优化后

的四杆机构几何参数容易陷入局部最优解。成诚[5]采

用遗传算法耦合序列二次规划混合算法优化四杆机

构几何参数，构造了四杆机构运动轨迹误差数学模

型，分析了机构运动的可靠性，从而提高了四杆机构

运动轨迹的定位精度，但是四杆机构数学模型是非线

性，求解难度较大。对此，文中采用改进蚁群算法优

化四杆机构的几何参数。 

1  四杆机构运动轨迹 

在平面直角坐标系中，建立包装推料四杆机构简

图模型，见图 1。 
 

 
 

图 1  四杆机构平面模型简图 
Fig.1 Diagram of plane model of four-bar mechanism 

 
由图 1 可知，四杆机构连杆组成的封闭矢量位置

方程式[6—7]为：  

2 3 1 4d d d d  
   

       (1) 

式中：d1 为机架的长度；d2 为主动连接杆的长度；

d3 为连接杆的长度；d4 为被动连接杆的长度。 

假设机架初始位置角度为 δ1=0，则矢量方程式

（1）变换后为： 
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式中：δ1 为机架 d1 初始位置角度；δ2 为主动连

接杆 d2 运动的角度；δ3 为连接杆 d3 运动的角度；δ4

为被动连接杆 d4 相对机架运动的角度。 

式（2）经过变换后为： 
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式中：L1=d1/d2，L2=d1/d4，L3=(d2
2−d3
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2d2d4，L4=d1/d3，L5=(d4
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根据方程组（3）求解 δ3 和 δ4，其表达式为： 
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式中：A=cos δ2−L1−L2cos δ2+L3，B=E=−2sin δ2，

C=L1−(L2+1)cos δ2+L3，D=cos δ2−L1+L4cos δ2+L5，

F=L1+L5 +(L4−1)cos δ2。 

四杆机构运动轨迹点 M 在相对坐标系 O1-x'y'中

横坐标和纵坐标关系式为： 
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相对坐标系的原点位置在绝对坐标系中为（x0, 

y0），同时，旋转一个角度 δ1，因此，四杆机构运动

轨迹点 M 在绝对坐标系中的关系式为： 
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式中：O-xy 为绝对坐标系；MX 为四杆机构运动

轨迹点的横坐标；MY 为四杆机构运动轨迹点的纵坐

标；（x0，y0）为相对坐标系在绝对坐标系中的位置点。 

2  运动轨迹误差函数 

2.1  几何参数变量 

当四杆机构几何参数不同时，主动连杆 d2 旋转

就会导致 M 点的运动轨迹发生变化，因此，选择以

下几何参数作为运动轨迹 M 点的优化设计参数，分

别为 d1, d2, d3, d4, p, q, x0, y0, δ1 和 δ2。由 10 个参数组

成的几何变量为： 

1 2 3 4 0 0 1 2, , , , , , , , , nX d d d d p q x y        (7) 

式中：δ2
n 为位置角度 δ2 的 n 等份。 

2.2  运动轨迹误差函数 

四杆机构运动轨迹在运动过程中主要产生的误

差分为 2 个部分：自身运动产生的误差；约束条件导

致的误差。采用欧几里得距离的平方和构造四杆机构

第 1 部分误差函数。在 O-xy 绝对坐标系中，运动轨

迹目标点 Md
i 由横向和纵向组成，见式（8）。 
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四杆机构运动轨迹随着主动连杆的变化而变化，主

动连杆输入角 δ2
i 变化会形成一系列的运动轨迹点 M i，

实际运动轨迹点 Mi 与主动连杆输入角的关系式为： 

    TT

2 2; ;i i i i i
X Y X YM M M M M          (9) 

因此，实际运动轨迹点与目标运动轨迹点所构成

的误差函数为： 
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式中：N 为运动轨迹点的总数目。 

四杆机构通过机架固定在机器中，其运动轨迹会

受到机架及几何参数尺寸的约束。根据约束条件构造

第 2 部分误差函数，约束条件需要满足以下 3 个条件。 

1）四杆机构必须满足曲柄存在的条件，由格拉

晓夫准则[8—9]可知，四杆长度尺寸满足不等式： 
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2）主动连杆输入角度 δ2
i 必须按照顺序进行排

列，即为从大到小或者从小到大，取值范围[0, 2π]。 

3）几何参数设计变量位于指定的范围内，连杆

尺寸为正值。  

由自身误差和约束误差2个部分构造的误差函数为： 
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式中：h1(X)=0 为四杆机构满足曲柄条件；h1(X)=1

为四杆机构不满足曲柄条件；h2(X)=0 为主动连杆输

入角 δ2 满足排列序列；h2(X)=1 为主动连杆输入角 δ2

不满足排列序列；u1 和 u2 为约束因子。 

3  改进蚁群算法 

蚁群算法是一种启发式搜索算法，主要通过正反

馈和分布式协作寻找最优值[10—11]。蚁群算法由 2 个

部分组成：状态转移规则和信息素更新规则。在 t 时

刻，蚂蚁 k 在 i 位置选择 j 位置的转移概率[12—13]为： 
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式中：τij 为位置 ij 间的信息素强度；ηij 为能见度

系数；ak 为蚂蚁 k 下一次移动位置；α 为蚂蚁运动过

程积累信息；β为蚂蚁运动过程启发信息。 

随着时间的变化，蚂蚁移动的路径信息强度也随

之改变。蚂蚁每完成一次循环后，其各个路径信息素

都会发生更新，更新方程[12—13]为： 
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式中：Δτij
k(t,t+1)为蚂蚁 k 在(t,t+1)时刻留在路径

（i,j）上的信息素量；Δτij(t,t+1)为该次循环中路径（i,j）

上的信息素增量；ρ为信息素系数。 

文中采用改进蚁群群算法优化四杆机构几何参

数，对于误差函数的解可能是多个，但是，在约束条

件下的解是唯一的。将蚁群随机分布后得到蚂蚁的初

始位置，计算每只蚂蚁信息素的初始值，通过转移概

率，判断蚂蚁是否进行局部或者全局搜索，蚂蚁每移

动一次，信息素更新一次，如此循环直到获得最优解。

具体步骤如下所述。 

1）定义蚁群在可行域内的初始位置。 

2）根据误差函数确定信息素 τ，其方程式[13]为： 

 f M  
  (15) 

信息素的值与误差函数相反，文中求解误差函数

最小值，即为信息素的最大值。因为 f(M)正向趋于 0，

信息素就负向趋于 0，不容易判断信息素的浓度，所

以采用平均信息素值 τm 进行判断，其方程式为： 

  m mean f M  
  (16) 

3）根据式（16）计算平均信息素，并且确定最

优值 τb。 

4）根据转移概率 Pi,j 判断蚁群是否进行局部或者

全局搜索，其方程式[14—15]为： 
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式中：i 为蚁群移动次数；j 为蚂蚁序号；τij 为蚁

群第 i 次移动后第 j 只蚂蚁对应的信息素值。 

将 Pi,j 与转移概率常数 P0 进行比较，若 Pi,j <P0，

则采用局部搜索，否则采用全局搜索。 

5）蚂蚁每次完成搜索后，进行重新判断，若

τi,j
new<τi,j

old，蚂蚁信息素保持不变，若 τi,j
new>τi,j

old，更

新蚂蚁信息素。 

6）蚁群每次完成循环后，对蚂蚁信息再次更新，

更新方程式[14—15]为： 
old new

1, , ,i j i j i j                        (18) 

7）迭代过程反复进行，若迭代次数小于最大循

环次数，转至步骤 4），否则跳出循环，输出最优解。 

4  运动轨迹误差仿真 

根据四杆机构运动轨迹误差函数和约束条件，采

用改进蚁群算法对四杆机构几何参数进行优化，优化

参数设置：由于改进蚁群收敛速度快，蚁群数量为

20，最大迭代次数设置为 50，信息素系数为 0.9。采

用改进蚁群算法优化后的四杆机构几何参数见表 1。 
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表 1  四杆机构优化前后参数 
Tab.1 Parameters of four-bar mechanism before and after optimization 

参数 d1/mm d2/mm d3/mm d4/mm p/mm q/mm x0/mm y0/mm δ1/rad δ2
1/rad δ2

2/rad δ2
3/rad δ2

4/rad δ2
5/rad δ2

6/rad

优化前 49.98 9.26 16.95 49.98 38.46 2.12 32.34 29.62 0.88 6.12 0.18 0.46 0.71 0.96 1.38

优化后 49.86 5.14 5.95 49.86 18.94 1.24 14.58 −12.66 0.48 4.84 0.41 0.68 0.94 1.26 2.32

 
由于 M 点运动轨迹主要集中在坐标系 y 轴正轴

方向，同时为了简化计算过程，选择 6 个目标点作

为四杆机构 M 点的运动轨迹，定义的目标运动轨迹

点 为 i
dM =[(0,0), (1.9,5.9), (6.9,9.5), (13.1,9.5), 

(18.1,5.9), (20,0)]。运动轨迹 M 点根据定义的目标点

拟合后的曲线见图 2。图 2 曲线反应了四杆机构 M 点

的运动轨迹路径。 

根据图 2 曲线可知，四杆机构运动轨迹能够较好

的采用 Matlab 软件对 M 点实际运动轨迹所产生的误

差进行仿真，优化前后的横向误差仿真结果见图 3，

优化前后的纵向误差仿真结果见图 4。目标点横向和

纵向误差仿真数据对比见表 2。 

由图 3—4 可知，优化后横向和纵向产生的最大

误差降低。由表 2 可知，优化前，横向产生的平均误

差为 0.397 mm，纵向产生的平均误差为 0.612 mm；

优化后，横向产的平均误差为 0.175 mm，纵向产生 
 

 
 

图 2  目标点运动轨迹拟合曲线 
Fig.2 Trajectory fitting curve of target point 

 

 
 

图 3  优化前后横向误差仿真结果 
Fig.3 Simulation results of lateral error before  

and after optimization 

 
 

图 4  优化前后纵向误差仿真结果 
Fig.4 Simulation results of longitudinal error before  

and after optimization 
 

表 2  目标点误差仿真数据 
Tab.2 Data on error simulation of target point    mm 

指定点
横向平均

误差 

纵向平均

误差 

横向均方

根误差 

纵向均方

根误差 

优化前 0.397 0.612 0.47 0.62 

优化后 0.175 0.265 0.192 0.288 

 
的平均误差为 0.265 mm，横向和纵向平均误差分别

降低了 55.9%和 56.7%。优化前，横向产生的均方

根误差为 0.470 mm，纵向产生的均方根误差为  

0.620 mm；优化后，横向产生的均方根误差为    

0.192 mm，纵向产生的均方根误差为 0.288 mm，横

向和纵向均方根误差分别降低了 59.1%和 53.5%，因

此，采用改进蚁群算法优化后四杆几何参数，不仅平

均误差大幅度下降，而且整体误差波动较小，效果  

较好。 

5  结语 

文中引入改进蚁群算法研究了四杆机构运动轨

迹的精度，主要结论如下所述。 

1）创建了四杆机构运动简图模型，通过数学方

法推导运动轨迹横向和纵向坐标方程式，确定四杆机

构运动条件和优化参数变量。 

2）采用改进蚁群算法优化四杆机构参数变量，

横向和纵向产生的平均误差降低，误差整体波动  

较小。 

3）改进蚁群算法不仅可以优化四杆机构参数变

量，为四杆机构运动误差的深入研究提供了理论依

据，对于其他机构参数变量优化也同样适用。 
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更正启事 

因作者疏忽，2018 年第 19 期发表的论文《基于 QR 码和 DWT-SVD 分解的双水印算法》错将国家自然科

学基金号写错，特在此更正为：基金项目：国家自然科学基金面上项目（41571346）；国土资源部退化及未利用

土地整治工程重点实验室项目（SXDJ2017-2016KCT-23）；中央高校智库项目（310823151007） 
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