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摘要：目的 基于 Lie 积分法精确解析求解包装系统的非线性自由振动响应。方法 考虑到弹簧恢复力三

次多项式形式的非线性关系，依据分析力学准则建立系统单自由度含阻尼动力学模型；首次运用微分方

程 Lie 群变换理论求解系统的对称性和 2 个首次积分，证明在结构设计参数满足一定关系时，包装系统

自由振动的精确解是一类椭圆积分函数。结果 实际算例仿真计算表明，系统的自共振频率随着初始振

幅条件的增大而增大，非线性系数项使得位移响应振幅的衰减变快。结论 从推演过程可看出，将 Lie

对称性理论应用到包装系统非线性动力学特性研究中，系统的非线性系数以及阻尼系数无需满足小参数

假设，因此适用范围更广。 
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A Symmetric Solution for the Free Vibration Characteristics of a  

Nonlinear Packaging System 

ZHENG Ming-liang 
(Zhejiang Sci-Tech University, Hangzhou 310018, China) 

ABSTRACT: The work aims to accurately solve the nonlinear free vibration response of a packaging system based on Lie 

integral method. Considering the nonlinear relation of the cubic polynomial form in the spring restoring force, the system 

model with single degree of freedom and damping dynamics was established based on the analytical mechanics principle. 

The differential equation Lie group transformation was used for the first time to solve the symmetry and two first integrals 

of the system, for the purpose of proving that, the exact solution of the free vibration of the packaging system was a class 

of elliptic integral functions when structural design parameters satisfied certain relations. The actual numerical simula-

tion calculations showed that, the self-resonance frequency of the system increased with the increase of the initial ampli-

tude conditions, and the nonlinear coefficient made the attenuation of the displacement amplitude faster. From the per-

spective of deduction process, the Lie symmetry theory is applied to the study on the nonlinear dynamic characteristics of 

packaging system, and the nonlinear coefficient and damping coefficient of the system do not need to satisfy the hypothe-

sis of small parameters; therefore, the application scope is wider. 
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包装系统是现代物流运输工程中的重要组成部

分，它的基本任务是保护包装内的商品在流通及储存

过程中不受损伤而失效[1]。由于生产环境工序和物流

管理复杂多变，包装件在流通过程中发生冲击和振动

的现象十分普遍，如何利用缓冲包装材料元件如弹簧

和阻尼器等进行减振保护一直是包装动力学研究中

的重要课题。以往的研究中，为了降低理论难度，减

少分析计算的工作量，通常将包装系统处理成线性系

统，但现代工程实验发现包装材料的非线性属性在一

定的载荷和频率域内对其振动响应影响十分突出，若

忽略将会导致结果出现较大误差[2]，因此，建立非线

性包装系统并利用现代动力学理论开展研究，对于确
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保包装件安全、优化包装设计具有重要意义。 

目前，在包装系统非线性动力学研究中多以数值

仿真为主，即采用数值积分方法，计算系统的振动响

应，从而分析系统中存在的分岔、混沌现象[3—7]。在

非线性振动方程解析精确解研究方面，大多基于摄动

法、多尺度法等传统的解析方法开展[8—9]，其共同特

点是将非线性系数当作小参数，将原系统处理为弱非

线性系统；椭圆函数摄动法、广义谐波函数摄动法、

增量谐波平衡方法[10—12]等虽适用于强非线性系统，

但不适用于大阻尼系统。Lie 对称性理论在处理线性

和非线性、常系数和变系数微分方程的问题都是等同

的，和其他的现代分析方法一起，是求常/偏微分方

程解析解最可能统一的工具，可以用来进行大范围的

参数研究，且具有计算过程简洁和易于程序化等特   

点[13]。国内外关于利用 Lie 对称性方法研究包装系统

非线性动力学还未有报道。文中拟基于 Lie 对称性方

法来精确计算包装系统非线性自由振动响应。 

1  包装系统非线性动力学模型 

在包装动力学中，由于缓冲材料本身的属性以及

包装结构的多变，使得弹性恢复力往往呈现非线性特

性，不失一般性[14]，可用位移的三次多项式函数表示

此非线性关系，单自由度物品包装系统自由振动时，

可简化为如图 1 所示的力学模型。 
 

 
 

图 1  包装件振动力学模型 
Fig.1 Vibration mechanics model of package 

 
图 1 中包装件质量为 m，粘性阻尼系数为 c，硬

弹簧系统弹性刚度非线性一次项系数为 k，三次项系

数为 r（r＞0）。 

利用分析力学的方法建立系统的自由振动方程，

取系统静止平衡位置为坐标原点，广义坐标为 x，竖

直向上为正，系统的动能、势能和 Lagrange 函数为： 

2 2 41 1 1

2 2 4
T mx U mgx kx rx L T U      , ,
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系统粘性阻尼耗散函数为： 

21

2
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任何振动或运动系统，分析力学中第 2 类

Lagrange 方程为[15]： 

d
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系统广义激振力 Q'j=mg，展开得到单自由度包装

系统自由振动方程为： 
3 0mx cx kx rx      (4) 

单自由度非线性包装系统自由振动是一类符合

含阻尼的 Duffing 方程。传统的非线性分析方法（解

析或者数值）大都是近似处理，其结果可能难以十分

准确描述系统的性质，因此式（4）的精确解析表达

式是一个十分有意义的课题。 

2  基于 Lie 对称性法的包装系统自由振动

响应精确解析解 

考虑单参数 Lie 点变换群的生成元以及一、二阶

延拓元为： 
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(5) 

如果在 Lie 点变换群（5）作用下，微分方程（4）

的形式仍然保持不变，那么称 Lie 变换群为原方程的

对称群，该群的变换生成元称为原方程的无穷小对

称，群的切向量即系数 ξ, η满足决定方程： 
(2) ( ( , , )) 0x fX x f t x x       (6) 

式中： 3c k r
f x x x

m m m
    。  

展开化简得到 Lie 对称确定方程为： 
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式（7）是未知函数 ξ和 η关于 3 个变量 , ,t x x的
偏微分方程，但是并没有出现 ξ和 η关于 x的偏导数

项，因此，确定方程（7）可分解成几个关于未知函

数 ξ和 η的超定微分方程，解此方程即可得到所有无

穷小对称，令 3 2 1 0( ) , ( ) , ( ) , ( )x x x x    的多项式系数为 0，

得到易解 4 个方程为： 
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对前 2 个等式可作简化假设： 

( , ) ( ), ( , ) ( )t x p t t x q t x    (9) 

可以找到无穷小对称的 2 组特解： 
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定理 1[16]：如果 ( , , )Λ t x x 是常微分方程 ( , , )x f t x x 
的积分因子，则积分因子向量空间上的点对称将积分

因子映射成原方程的积分因子，即 ( , , )Λ t x x 满足确定

方程： 

2

2

, const

[ ( ) ] ,

[ ( ) ]
2

t x t x

t x t x
x t x

XΛ cΛ c

X
t x

x x RΛ
x Λ

x x
R x

x

 

   

   
  

 
 

  
 

 
   

 
   

   






 


 




 (11) 

定理 2[17]：如果 ( , , )Λ t x x 是常微分方程 ( , , )x f t x x 
的积分因子，则与其相对应的原方程的首次积分可约

化为： 
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式中： C 为 ( , , )t x x   到 ( , , )t x x 的任意轨线。 

将式（10）依次代入式（11）和式（12），可以

得到非线性包装系统自由振动的首次积分为： 
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将初始条件 (0) , (0)x x   代入式（13），结合

消元法，可得其精确解析解表达式为： 
1/42

4 34 1 1
e

3 2 3 4

c
t

mc c

m m
  

     
   

  
21/22 4 4

4 3

d

1
e

3 4 2

x

c
t

m

C
c

m





  



            



  

(14) 

这里需要指出，系统的结构参数在满足一定条件

下，非线性系数并没有直接出现在式（14）左边。同

时注意积分公式是一类 Legendre 完全椭圆积分，其

模数为 1/2，但无法用精确初等函数表达出来，只能

用高精度数值差分计算求解或者可用近似的三角函

数逼近。由椭圆积分的性质，可以将式（14）展开，

近似表达成： 
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(15) 

利用式（15）可以预测自由振动条件下包装系统

的共振频率和初始结构设计参数的影响关系，进而为

前期包装设计提供参考和依据。 

3  包装系统非线性振动特性分析 

综合对比文献[14]和文献[18]，取文献[14]中的振

体质量 m=300 kg，常见弹簧刚度一次系数 k=6×104，

对应文献[18]中系数比 ε=0.01，可计算出三次项系数

r=6×108。按照文中参数满足的结构关系，则阻尼系

数应取 c=9×103，而文献 [18]中的阻尼系数可接近

1000，因此只要更多地采用高阻尼材料，如复合型粘

弹性金属合金，实现上述参数是完全有可能的，同时

为了克服目前大多文献中小参数假设的限制，可将参

数取值变大些。设初始条件 β=0，利用式（15）得到

初始振幅对系统自共振频率的影响，见表 1。 

 

表 1  单自由度非线性包装系统自由振动的近似共振频率 
Tab.1  The approximate resonance frequency of the  

free vibration of a single degree of freedom  
nonlinear packaging system 

初始振幅/m 自共振频率/Hz 

0.005 5.52 

0.01 7.08 

0.015 9.69 

0.02 13.33 

0.03 23.75 
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从表 1 中可看出支承弹簧系统自振频率随初始

振幅的增大而增大，而非线性振动硬弹簧的一个典型

特征即是系统固有频率随振幅变大而变大，因此该例

的计算结果符合文中图 1 模型的建立前提。当系统的

非线性系数为 0 时，包装系统退化为线性系统，此时

系统的阻尼比为 9 / 8 ，属于过阻尼，系统很快趋近

平衡位置，不会出现往复振荡，因此非线性系数为 0

时，自共振频率为 0，明显地，硬弹簧非线性项的存

在加大了系统的共振频率。 
 

 
 

图 2  不同初始振幅下系统振动的位移时间曲线 
Fig.2  Time travel curve of system's vibration  
displacement under different initial amplitudes 

 

由图 2 可以看出，不同初始振幅条件下系统的运

动都具有衰减特性，但速度不一样。随着初始振幅的

增大，系统衰减到静止的时间变慢，位移响应峰值却

变大，这也符合实际实验现象。 

上述计算表明非线性包装系统自由振动时，初值

条件对其响应有重要影响，这也是非线性振动的本质

属性之一（对初值的敏感性）。另外，当系统的非线

性系数为 0 时，包装系统退化为线性系统，它的位移

响应与非线性系统对比见图 3。从图 3 中可以看出硬

弹簧特性非线性项使得系统振幅的衰减变快，这一点

与初始条件的影响规律不同，因此必须综合利用系统

的非线性特性和合理设置初始条件才能显著提高包

装系统的减振缓冲性能。 
 

 
 

图 3  线性与非线性包装系统自由振动响应对比 
Fig.3  Comparison of free vibration response between  

linear and nonlinear packaging systems 

4  结语 

非线性包装系统自由振动响应的求解存在着多

种近似方法（包括近似解析和数值计算），但都存在

一定的局限性误差。文中应用 Lie 对称方法在无任何

假设的前提下，得到了单自由度系统的精确位移响

应，精确解析解的表达式虽不容易用初等函数的方法

表达出来，但却可以通过构造与系统能量相关的首次

积分来降维约化表达式。实际算例仿真计算表明，包

装系统非线性的强弱和初始振幅条件均对自由振动

的共振频率、位移（响应幅值和衰减周期）有着直接、

明显的影响。文中结果指明了系统结构设计参数的修

改方向，为精密仪器设备、军工设备等的运输包装系

统中更复杂结构动力学的先进控制方法和参数优化

设计奠定了基础。下一步可利用 Lie 对称性理论研究

非线性包装系统的受迫振动响应规律。 
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