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UPS+UPR+S 并联机构伴随运动及正逆解分析 
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摘要：目的 针对二自由度的 UPS+UPR+S 并联机构对该并联机构是否具有伴随运动以及对该并联机构

的位姿正逆解进行分析。方法 通过旋转变化矩阵得到相应向量的表达式，并建立约束方程验证是否具

有伴随运动。对该机构进行正逆解分析，通过遗传算法求得机构的部分正解并与逆解相互验证，并通过

实例进行验证分析，得到最佳个体、最佳适应度、多样性值和每代个体得分结果。结果 该机构不存在

伴随运动，正解与逆解所得结果相差较小，数据可以相互吻合。正解实例得到的最佳个体为−0.267 和

0.31，结果与反解相互验证，最佳适应度逐渐减小，获得了每代得分和每代个体得分情况。结论 机构

不存在伴随运动，性能较好，由正逆解相互吻合可知正逆解的正确性。 
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Concomitant Motion and Positive and Inverse Solutions of UPS+UPR+S  

Parallel Mechanism 

XIA Hao, ZHAO Yao-hong, LI Rui-qin 
(North University of China, Taiyuan 030051, China) 

ABSTRACT: The work aims to check whether it has the concomitant motion and analyze the positive and inverse solu-

tions of the position and pose with respect to UPS+UPR+S parallel mechanism with two degrees of freedom. The expres-

sion of the corresponding vector was obtained by rotating the change matrix, and the constraint equation was established 

to verify whether there was concomitant motion. The positive and inverse solutions of the mechanism were analyzed, and 

part of positive solutions of the mechanism were obtained by genetic algorithm and mutually verified with the inverse 

solutions. An example was given to validate the analysis, and the best individual, the best fitness, the diversity value and 

the score of individuals of each generation were obtained. There was no concomitant motion in the mechanism, the dif-

ference between positive solution and inverse solution was small, and the data could be consistent with each other. The 

best individuals obtained by positive solution were -0.267 and 0.31, subsequently mutually verified with the inverse so-

lution. The optimal fitness decreased gradually, and the score of each generation and the score of individuals of each gen-

eration were obtained. There is no concomitant motion in the mechanism, and the performance is good. As the positive 

and inverse solutions coincide with each other, the correctness of the positive and inverse solutions can be proved. 

KEY WORDS: parallel mechanism; concomitant motion; positive and inverse solutions; genetic algorithm 

由于并联机构具有紧凑性好、刚度高、承载能

力好等特点[1]，在应用到自动化包装的领域时具有很

好的应用前景。现阶段在进行包装的现实情况下已

经用到了并联机构，例如填充、封口等[2—4]。与 6 自

机械与过程控制 
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由度的并联机构相比较，少自由度的并联机构往往

拥有比较大的工作空间或适用于一些特殊的工作情

况，所以少自由度的并联机构在包装领域有极为广

阔的前景[5]。 

到目前为止，对于并联机构的研究已经取得极大

的进展。沈惠平、张震等[6]对 3T1R 并联机构进行了

结构降耦设计。Lee[7]等提出了一种以并联机构为主

体的 5 自由度的 3D 打印机。在包装领域，白龙等[8]

对一种三平动的并联机构进行了工作空间的分析。池

腾腾等 [9]对一种并联机构改变运动副摆放位置静力

学进行了分析。并联机构的反解相对简单，而正解却

比较复杂[10—11]，传统的迭代法可能由于方程组具有

强耦合性而导致结果不收敛，但目前通过不断的研究

已经有很多方法，例如基于拓扑结构的方法[12]、基于

改进蚁群的方法[13]、基于拟 Newton 法[14]。文中验证

该机构是否具有伴随运动，并基于遗传算法[15]求解该

机构的正解，并与反解相互验证。 

1  UPS+UPR+S 并联机构伴随运动分析 

1.1  机构描述 

UPS+UPR+S 并联机构由三条支链组成见图 1。

支链 1 的 A1 处是球副与定平台相连接，B1 处与动平

台固连。支链 2 为 UPR 支链，A2 处通过 U 副与定平

台相连，B2 处通过 R 副与动平台相连，支链中间为

移动副 C2。支链 3 是 UPS 支链，A3 处是 U 副，B3

处是球副，中间通过移动副 C3 连接。需要注意该机

构进行如下布置，A2, A3 处的 U 副分别有一个转动中

心轴线过 A1 处球副的中心，B2 处转动副中心轴线与

A2 处的另一个转动轴轴线平行。 

 

图 1  UPS+UPR+S 并联机构 
Fig.1 UPS+UPR+S parallel mechanism 

有些并联机构在运动的过程中在被约束的自由

度处会发生轻微的运动，这个运动指的就是伴随运

动。伴随运动的出现是某些构型所固有的结构特性，

若本机构发生伴随运动则会影响机构的性能。 

1.2  伴随运动分析 

文中采用 RPY 角的方式来描述动平台的姿态。

建立的坐标系见图 1，定坐标系的原点在 A1 处球副的

中心，x1 方向由 A1 指向 A2，y1 方向由 A1 指向 A3，z1

方向通过右手螺旋定则得到。动坐标系的建立与定坐

标系相似，x2 方向由 B1 指向 B2，y2 方向由 B1 指向 B3，

z2 方向通过右手螺旋定则得到。设绕 z1 轴转动角度为

φ，绕 y1 轴的转动角度为 θ，而绕 x1 轴的转动角度为

ψ。则旋转矩阵为： 
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A1, A2, A3 在固定坐标系 A1 下的位置矢量为 m1, 

m2, m3。 
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式中：a1, a2 为结构参数，为 A1A2 与 A1A3 的长度。 

B1, B2, B3 在动定坐标系 B1 下的位置矢量为 n1, 

n2, n3。 

 
 
 

T

1

T

2 1

T

3 2

0 0 0

0 0

0 0

b

b

 
 




n

n

n

                 (3) 

式中：b1, b2 为结构参数，为 B1B2 与 B1B3 的长度。 

动 系 矢 量 n1, n2, n3 在 定 系 A1 下 表 示 为

li(i=1,2,3)。 

i il R p  n                        (4) 

式中：p=（px, py, pz），于是得到： 
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根据该并联机构的位形情况 l1和 l2所形成的平面

的法线与 x1 轴垂直，l1 和 l3 所形成的平面的法线与

y1 轴垂直且 l1 和 l2 所形成的平面与 l1 和 l3 所形成的平

面垂直，故可建立约束方程为：
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通过化简可以得到： 

11 1

2 2 2

11 1

3 3 3

yx z

x y z

yx z

x y z

ll l c
l l l

ll l d
l l l


  



   


 (7)                         

则： 11 2 cos cosx x x xbp l cl c cp     (8)
                   

       

根据结构参数已知 px 不受 φ的影响，当 cos φ=1

时才满足要求，所以 φ=0，因此该机构不存在绕 z1

轴转动的伴随运动。 

2  位置逆解正解分析 

2.1  位置逆解 

该机构的位置逆解就是已知动平台的位姿参数，

求 A2B2, A3B3 的长度，A2B2, A3B3 由向量表示为 q2, q3。

当 φ=0 时，有： 
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则位置逆解可由式（10—11）计算。 
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于是求得位置逆解的方程为： 
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(12) 
由式（12）可得运动反解算例见表 1。 

表 1  运动反解算例 
Tab.1 An example of inverse kinematic solution  

sin θ sin ψ q2 q3 

−0.267 0.31 300.2610 299.8322 

−0.2 0.405 289.9693 310.0407 

−0.333 0.218 310.5343 290.1589 

−0.067 0.051 269.9140 273.6341 

0 −0.26 260 245.2259 

2.2  位置正解 

该并联机构的位置正解就是求动平台 B1 点位于

定坐标系的位置矢量（px, py, pz）。由几何关系可知： 
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所以位置正解只要已知 q2, q3，求 sin θ和 sin ψ
即可。把几何关系代入式（12）可得： 
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(14) 
式（14）就是该机构的位置正解方程。 

3  正解算例 

采用遗传算法求解机构正解具体结果。遗传算法

是根据达尔文优胜劣汰的生物进化过程从而编出的

一种算法。该方法的优点是可以在较大范围内进行求

解优化解，这点相较于传统的迭代法不局限于一定范

围内初值的给定。此方法的优点是可以避免复杂的公

式推导，借由 Matlab 中的 gatool 工具箱计算即可。

假设： 
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基于遗传算法，适应度函数 2 2
1 2ff f  。sin θ和

sin ψ为变量。结构参数设置：R=260, a1=150, a2=150, 

b1=150, b2=100。求解器设置：求解器采用 ga-Genetic 

Algorithm 进行求解；变量数为 2；2 个变量的范围为

[−1,1]。通过位置正解方程与遗传算法可得正解算例

见表 2。 

由表 1 与表 2 中数据可知，表 1 与表 2 前后比较，

得到第 5 组数据误差最大，为 2.18%，最大误差的数

值较小，正反解数据比较吻合，说明了正反解的正确

性。q2=q3=300 时的迭代曲线见图 2，由图 2 可知在

迭代到 100 代之前时就停止运行，说明误差已经达到

系统要求的误差之下。最佳个体的大小也在图 2 中可

以看到为−0.267 和 0.31。多样性值与每代个体得分见

图 3。多样性值指每一代得分的多少，每代个体得分

顾名思义为每代中个体所得分数。 
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表 2  运动正解算例 
Tab.2 An example of positive kinematic solution  

q2 q3 sin θ sin ψ 

300 300 −0.267 0.31 

290 310 −0.2 0.405 

310 290 −0.333 0.218 

270 270 −0.067 0.051 

260 240 0 −0.26 

 

图 2  最佳个体与最佳适应度 
Fig.2 Best individual and best fitness 

 

图 3  多样性值和每代个体得分 
Fig.3 Diversity value and scores of individuals  

of each generation 

4  结语 

对 UPS+UPR+S 并联机构的伴随运动进行了分

析，得到该机构在 z1 方向不存在伴随转动运动，机构

性能较好。对该机构进行正逆解分析，得到了正解与

逆解的方程。通过遗传算法得到了机构的正解，与反

解相互验证，验证了正逆解的正确性。 
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