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随机振动条件下包装件动态特性识别方法 
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摘要：目的 建立一种识别包装件在随机振动激励条件下的动态特性方法。方法 基于多自由度系统的伊

藤方程，运用随机响应矩分析法分析系统的恢复力特性和阻尼特性与响应统计量之间的数学关系，建立

应用推导的代数关系分析系统动态特性的方法。采用单自由度非线性系统和二自由度线性系统作为实

例，验证方法的准确性。结果 从实例中参数识别结果和真实值的对比表明，识别结果的误差小于 2%，

具有良好的准确性。文中方法是一种仅应用响应数据的时域方法，具有良好的通用性。结论 文中方法

可用于随机振动激励条件下包装件的动态特性识别。 
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Dynamic Property Identification Method for Packages under Random Vibration 

ZHU Da-peng 
 (Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, China) 

ABSTRACT: The work aims to establish a method to identify the dynamic properties of the packages under the random 

vibration excitation. Based on the Ito equation of the multiple-degree-of-freedom system, the mathematical 

ship between the resilience performance and damping characteristics of the system and the response statistics was ana-

lyzed by means of the random response moment analysis. The method that the derived algebraic relation was applied to 

analyze the system’s dynamic properties was established. With the single degree-of-freedom nonlinear system and the two 

degree-of-freedom linear system as an example, the accuracy of the method above was verified. The comparison on the 

identification results of the parameter in the example and the true values indicated that, the error of the identification re-

sults was less than 2% and such method had good accuracy. The proposed method in this paper was a time domain method 

for only the application response data and it had good generality. Such method can be used to identify the dynamic prop-

erties of the packages under the random excitation. 
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包装件动态特性研究对于分析包装件在流通过

程中响应、优化包装设计、减少包装件破损损失、实

现“合理包装”等都是非常重要的，是运输包装领域的

研究热点。缓冲材料是包装件中的重要组成部分，它

的动态特性在很大程度上影响着包装件的动态特性。

James M. Gibert[1]等研究了开孔泡沫的动态性能，考

虑了材料的非线性和粘弹性，构建的材料模型能准确

预测材料的缓冲性能。文献[2]提出了一种根据材料缓

冲特性曲线获得材料非线性动态应力-应变曲线的方

法。Gregory S. Batt等[3]将缓冲材料建模为具有非线性

弹性的粘弹性材料，采用降阶模型方法求解系统方

程，并对准确性进行了验证。G. Li等[4]在缓冲材料的

动态压缩应力和静态压缩应力之间建立了联系，提出

了“动态因子方程”，运用该方程及静态压缩曲线可获

得材料的缓冲曲线。Fu-De Lu等[5—6]基于材料的本构

关系，引入虚拟质量，求解了多层材料串联结构在压

包装技术与工艺 
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缩条件下的响应，分析结果和实验结果对比表明，该

方法可准确模拟包装结构的响应。近年来，随着对环

境保护、可持续发展要求的提高，采用环保型、可回

收利用的缓冲材料替代传统的泡沫塑料，减少环境

“白色污染”成为人们的共识，因此，研究瓦楞纸板、

蜂窝纸板、纸浆模塑等环保型缓冲材料的特性，成为

运输包装领域的一个热点。鄂玉萍、吴月、徐卓飞   

等 [7—9]对国内外纸质缓冲材料能量吸收情况和蜂窝

纸板性能研究的情况进行了较为全面介绍。卢富德、

陈安军、郝蒙等[10—13]考虑了包装件中产品主体和易

损部件之间连接方式，对包装系统进行建模，分析了

产品易损部件在冲击激励条件下的响应，研究了各参

数对易损部件最大响应的影响。朱大鹏[14]提出了一种

识别包装系统弹性特性和阻尼特性的方法，但该方法

基于包装系统的自由响应，由于初始位移和初始速度

难以控制，难以在实际中应用。 

包装件在流通过程中，在大部分时间内，受到随

机振动的作用，因此研究缓冲材料和包装件在随机振

动载荷条件下的动态特性具有重要现实意义。文中提

出一种包装件在随机振动激励条件下的动态特性分

析的时域方法，该方法只需分析包装件响应信号，无

需考虑振动激励信号，具有良好的适用性，可用于分

析缓冲材料和包装件的动态特性。 

1  参数识别方法 

多自由度包装件在流通过程中，受到支座激励的

作用，包装件的运动方程式可写为： 

( , ) ( )   X D X X r X W            (1) 

式中：X, X , X 为包装系统中相邻自由度之间

的相对位移量、相对速度、相对加速度；W为支座随

机振动激励加速度；r(X)为包装系统中各自由度弹性

恢复力； ( , )D X X 为包装系统中各自由度的阻尼力。 

( , )D H






X X C

X
           (2) 

式中：C是阻尼参数向量；H为系统总能量。 
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式(1)中，令Z1=X, Z2= X ，将式(1)改写为伊藤方

程的形式： 
dZ1=Z2dt        (4) 
dZ2=−D(Z1, Z2)dt−r(Z1)dt+dB     (5) 
式中：dBi=Wi(t)。对于包装件受到支座激励的情

况，式(1)中的激励可写为： 
W=LW0           (6) 
L是一个n维影响向量，对于包装件，在流通过程

中，仅受到支座激励的作用，故 LT=[0,0…0,1]，

W0=dB0/dt。 

1.1  恢复力参数的识别方法 

式(5)两边同时乘以 2 1
1

k
iZ  ，其中，Z1i是向量Z1的

第i个元素，k是整数(k=1,2…r)，则式(5)可写为： 
2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 1 2 1 1 1 1d ( , )d ( )d dk k k k
i i i iZ tZ tZ Z     Z D Z Z r Z B   

 (7) 
随着 2 1

1
k

iZ  中参数i和k的变化，式(7)为n×r个微分

方程式，n为系统自由度数量。在时间域取式(7)等号

左右两边各项的期望值，并考虑到式(2)和式(3)，则

式(7)可变为： 
2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 1 1 1[d ] [ ] [ ( )d ] [d ]k k k k
i i i iE Z E Z E tZ E Z     Z Z r Z B

   (8) 
式中： 2 1

2 1[ ]k
iE Z Z 项中，对于向量Z1的任意第 j

个元素 
2 1 2 1

2 1[ ] [ ]k k
j i j iE Z Z E X X                 (9) 

由于在平稳条件下，系统响应的任意方程的期待

值的导数为0，故有： 
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由式(10)可得： 
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式(11)两边乘以dt，得： 
2 2 2 2( d ) (2 1)k k

j i i j i iE X t t X X X X X k          
 

2 2 2 2( d ) k k
i j i i j iE X t t X X X X X        (12) 

在式(12)中，由于 d 0t  时， 2 2[ ( d ) ]k
j i iE X t t X X   

2 2[ ( d ) ]k
i j iE X t t X X   ，为确保式(12)成立，有： 

2 1
( d ) ( )

(2 1)
d

j j k
i

X t t X t
E X k

t
  

    
   

2 2 ( d ) ( )
0

d
k i i

j i

X t t X t
E X X

t
      

    (13) 

根据式(10—13)可得： 
2 1[ ] 0k

j iE X X          (14) 

根据式(10)可知， 2 1
2 1[ ] 0k

iE Z  Z ，式(8)中，等号

右边部分 2 1 2 1
1 1[ d ] [ ] [d ]k k
i iE Z E Z E   B B ，由于包装件

在流通过程中受到的随机振动的均值通常是0[15]，即

E[dB]=0，故式(7)变为： 

2 1 2 12
1 1 1[ (

d
)

d
] 0k k

i iE Z E Z
t

      

Z
r Z        (15) 

随着k和i的变化，由式(15)可以得出一系列与系

统恢复力参数相关的数学关系式，利用这些关系式可

识别系统的恢复力参数。若系统恢复力是位移的线性

函数，即：r(Z1)=SZ1，则式(9)中，取k=1，可得： 
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2
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对于单自由度系统，式(15)变为： 
2 1 2 1( ) 0k kE XX E r X X        

        (17) 

1.2  阻尼力参数的识别方法 

在式(5)中，对于第i个自由度，式(5)可写为： 

2 1 2 1 0d ( ) ( ( , ) ( , ))d di i iZ t D r t t B   Z Z Z      (18) 

式(18)两边同时乘以 )~(2 tZ j ，其中 t t≤ ，式(18)

两边再同时除以dt，各项取数学期望值，可得： 

2 2
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式中：
2 2

( , )
i jz zR t t 为Z2i和Z2j之间的相关函数。当

t t 时，式(18)可改写为： 

1 2 2 1 2
2 2

d
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d i j i j

t ti j
R t t E D Z E r Z
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
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 (20) 
根据1.1节中的推导和式(14)，易得 1 2[ ( ) ]i jE r Z Z  

0，故识别系统阻尼特性参数的方程为： 

1 2 2
2 2

d
( , ) ( , ) 0

d i j

t ti j
R t t E D Z

t z z


          

 Z Z  (21) 

2  算法的计算机模拟 

为验证提出的随机振动激励条件下包装系统动

态特性参数识别方法的可行性，文中采用计算机模拟

的方法模拟单自由度系统和二自由度包装件在平稳

随机振动支座激励的作用下的响应，应用文中提出的

动态参数识别方法和系统响应数据识别系统参数，分

析算法的准确性和可行性。 

2.1  单自由度系统 

将流通过程中的包装件建模为三次非线性单自

由度支座激励系统，假定弹性特性具有三次非线性，

则该系统的运动方程式为： 
2 32X X X aX Y            (22) 

式中：X=Z−Y；X为振动过程中缓冲材料的压缩

量；Y为支座位移；Z为系统位移响应；Y为支座随机

振动加速度激励。采用谐波叠加法[15]模拟 ,Y 得： 

1

| | cos(2π )
N

n n
n

Y A n ft 


      (23) 

其中，各谐波的幅值|An|由激励的PSD曲线确定： 

| | 2 ( )nA fS n f                  (24) 

式中：Δf为频率采样距离，S为支座加速度激励

的PSD值。 

式 (22)中，假定阻尼比 ζ=0.05，系统固有频率

ω=100π，非线性弹性参数a=7.4×109，支座加速度激

励随机振动PSD在频率范围在0～100 Hz内假定是恒

定，为0.2 g2/Hz，加速度激励见图1。 

 
图 1  模拟的加速度激励 

Fig1. Simulation of digital acceleration excitation 

由于式(22)中的加速度激励是随机振动，文中采

用Matlab/Simulink模拟非线性单自由度系统在随机

振动激励下的响应，该仿真模型见图2。 

 

图 2  非线性单自由度包装件随机振动响应分析仿真模型 
Fig.2 Simulation model for response analysis of nonlinear 

SDOF package excited by random vibration 

在Matlab工作空间中，利用式(23)模拟出包装件

支座激励加速度，在图2所示的仿真模型中给各对

Gain1, Gain2, Gain3分别赋值，运行该模型，可得系

统的位移响应，通过仿真可获得系统的速度和加速度

响应。对于三次非线性单自由度包装件，根据式(15), 

式(17), 式(22)可得以下关系式： 
2 2 4[ ] [ ] [ ] 0E XX E X aE X          (25) 

3 2 4 6[ ] [ ] [ ] 0E XX E X aE X          (26) 

根据式(25—26)识别出的系统恢复力参数与真实

参数对比见图3a, b。 

根据式(21)和(22)，可得： 

2d
( , ) 2 [ ]

d X
t t

R t t E X
t




     




           (27) 

其中： 
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其中： 
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 (29) 

利用式(27—29)识别系统阻尼参数，识别结果见

图3c。 

 
图 3  参数估计结果 

Fig.3 Parameters estimation results 

2.2  二自由度系统 

将流通过程中的包装件简化为二自由度支座激
励系统，见图3。令X1=Y1−Y2，X2=Y2−U，经推导可得： 

1 1 2 21 1

1 1 2 22 2

2 2
11 2

2 2
21 2

2(1 ) 2

2 2

0(1 )

( )

X X

X X

X

X U t
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  
 

     
          

      
          

 
 



     (30) 

式中：ζ1, ω1, ζ2, ω2分别为各自由度的固有频率和

阻尼比；λ=m1/m2；U 为随机振动的支座激励，可由
式(23)表达。假定ζ1=0.04, ζ2=0.08, ω1=160π, ω2=80π, 

λ=0.1，支座加速度激励随机振动PSD在频率范围0～
100 Hz内假定是恒定值，为0.2 g2/Hz。求出支座激励
U对X1和X2的传递函数，用Simulink对系统响应模拟，
可得系统各自由度的位移、速度、加速度响应。根据
式(15—16)，可推导出系统恢复力参数识别式： 
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(31) 

 
 

2 2
1 2 1 2 11

22
2 2 21 2 2

E X E X X E X X

E X XE X X E X




                             




 

(32) 

利用式(31)和式(32)识别出的恢复力参数结果见图4。 

 

图 4  二自由度包装件恢复力参数识别结果 
Fig.4 Restoring force parameters identification results  

for 2 DOF package 

由式(21)，式(29)推导出阻尼特性参数识别式： 

2
1 2 1 1 11 1

2
2 2 1 21 2 2

2(1 )

2

E X E X X E X X

E X XE X X E X

  
 

                                    

    

   
(33) 
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2
1 2 1 2 11 1

2
2 2 2 21 2 2

2

2

E X E X X E X X

E X XE X X E X

 
 

                                    

    

   
 (34) 

根据式(33)或(34)，可识别出包装件阻尼力，用
式(33)和式(34)识别出的精度相似，用式(33)识别包装
件阻尼力的结果见图5。 

 

图 5  二自由度包装件阻尼力参数识别结果 
Fig.5 Damping force parameters identification results  

for 2 DOF package 

2.3  注意事项 

在进行参数识别时，为了确保参数的识别精度，
需注意以下事项：对包装件进行激励时，随机振动中
需包含具有包装件的共振频率的谐波成分，否则参数
识别结果会出现较大的误差；利用式(26)，式(31—32)

识别参数时，由于包装件在受到随机振动激励时的位
移较小，因此，在参数识别式过程中，这些方程组通
常都是条件数很大(通常在1010以上)的病态方程组，
文中采用平衡法[16]降低行列式的条件数，提高计算的
准确性；利用Simulink分析系统响应时，随机输入和
确定性输入下，分析的准确性会有很大的差异，如果
按照传统的确定性输入条件下的分析方法分析随机
振动输入条件下系统的响应，会得到错误的分析结
论，文中采用了薛定宇等[17—18]中提出的方法解决该
问题，即采用定步长的分析方法，并对随机振动输入
数据进行比例化处理，如图2中的Gain所示，其中，

比例系数 1/K t   。 

3  结语 

包装件在流通过程中，在大部分时间内受到的载

荷是随机振动，构建缓冲材料及包装件在随机振动条

件下的动态特性具有重要的现实意义。文中分析了多

自由度系统在随机振动支座激励条件下的响应，应用

理论分析的方法推导出了系统响应期望值与系统特

性参数之间的关系，构建了一种仅应用系统的位移、

速度、加速度响应分析系统动态恢复力和阻尼力识别

方法，并应用单自由度系统和二自由度系统验证了该

方法的准确性。实例分析表明，文中提出的方法无需

考虑输入数据的，具有良好的准确性。 
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