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摘要：目的 以振动能量采集器的拾振结构为研究对象，分析阻尼比、频率、非线性系数、弹性系数和

激励振幅对振动响应特性的影响。方法 首先对拾振结构建立其物理系统模型，建立模型的动力学方程

并进行理论计算。然后，用同伦分析法(HAM)对其响应特性进行计算分析，得到理论计算结果。最后，

通过 Matlab 绘制振动特性基本曲线，得到模拟分析结果。结果 非线性系数对振动响应特性的影响较小；

减小弹性系数、增加阻尼比、控制系统频率和激励振幅，可以增大响应振幅。结论 为振动能量采集器

拾振结构的优化设计提供理论依据。   

关键词：振动能量采集；拾振结构；同伦分析法；响应幅值 

中图分类号：TB485.3   文献标识码：A    文章编号：1001-3563(2017)03-0028-05 

Response of Vibration Energy Harvester's Nonlinear Vibration Pickup Structure for 

Packaging System 

LI Dan-hui1, WANG Jun1,2 
(1.Jiangnan University, Wuxi 214122, China;  

2.Jiangsu Key Laboratory of Advanced Food Manufacturing Equipment & Technology, Wuxi 214122, China) 

ABSTRACT: The work aims to analyze the effect of damping ratio, frequency, nonlinear coefficient, elasticity coefficient 

and excitation amplitude on the vibration response characteristics, with the vibration energy harvester as the research ob-

ject of the vibration pickup structure. First, the physical system model of the vibration pickup structure and the dynamic 

equation were established, and the theoretical calculation was conducted. Then, homotopy analysis method (HAM) was 

used to calculate and analyze its response characteristics, so as to obtain the theoretical calculations. Finally, MATLAB 

was adopted to draw the basic curve of vibration characteristics, so as to obtain the simulated analysis results. Nonlinear 

coefficient had little effect on the vibration response characteristics. The response amplitude could be increased by re-

ducing the elasticity coefficient, increasing the damping ratio, and controlling the system frequency and excitation ampli-

tude. This will provide a theoretical basis for optimization design of vibration energy harvester’s vibration pickup struc-

ture.  
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随着现代物流业的发展，运输包装越来越受到人们

的重视。在运输过程中，包装振动产生的能量不容忽视，

如果将该能量进行收集并加以利用，必将会造福社会。

能量采集器作为一种可替代电池，将环境中存在的能量

回收并转化为电能，可成为维持自我供电的新型电源，

因此越来越受到重视[1]。基于物流运输过程中产生的振

动能量，采用电磁式振动能量采集器[2—5]将其能量进行

收集，相比于压电式和电容式振动能量采集器，其优

势[6—7]在于体积较小、感测频率较高、工艺可与半导

体技术兼容、无需外界驱动、可在各种恶劣环境中使

包装技术与工艺 
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用等。传统的能量采集器的拾振结构物理模型多假设

为线性弹簧[8—10]，但在实际应用中，其大多数弹簧具

有非线性特征。文中主要分析能量采集系统拾振结构

的振动特性，通过同伦分析法得到振动响应方程，并

针对阻尼系数、频率比对响应的影响进行理论分析和

Matlab 分析，得到的计算结果与模拟结果相一致。 

1  理论计算  

1.1  拾振系统物理模型及动力学方程建立 

最早研究振动能量采集的是 Williams 等 [11]，

他们利用弹簧 -质量块阻尼振动模型，研究振动能

量与电能之间的转换问题，该模型是基于线性系统

理论建立的。文中所建立的模型是基于非线性系统

理论，进一步研究其振动响应特性。文中的非线性

拾振系统物理模型可以简化为弹簧 -质量块系统，

模型见图 1。  

 

图 1  弹簧-质量块拾振系统模型 
Fig.1 Spring-mass vibration model 

弹簧-质量块拾振系统模型中的弹簧为三次非线

性，由永磁体（质量为 m）、平面弹簧和壳体组成，

永磁体作用是产生磁场，平面弹簧用于拾振，其弹性

系数为 k，非线性系数为 r，机械阻尼为 cm，电气阻

尼为 ce，壳体位移为 y(t)，质量块位移为 x(t)。能量

转换过程中，机械能向电能转换是通过电气阻尼实现

的[12]。为了更好地分析其能量采集系统的特性，设机

械阻尼比为 ζm，电气阻尼比为 ζe, 总阻尼比为 ζ，其

中 ζ=ζm+ζe。 由图 1 可知，该系统动力学方程为：  
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。其中 D 为平面弹簧的厚度，T 为弹簧振动

周期，f 为频率比。 

将式(1)无量纲化： 

2 sin( )ν ζν ν Rν H τf     3

      (2)         

重新定义一个新的变量： 

( ) ( )v τ Az τ                (3) 

式中：A 为响应幅值。 

那么： 
3 3( ) 2 ( ) ( ) ( ) sinAz τ ζAz τ Az τ RA z τ H fτ     ( )     (4) 

主共振的稳态周期解可表示为： 

 1( ) { cos (2 1)( )z τ c n n fτ φ   
  

2 sin[(2 1)( )]} 0,1,2c n n fτ φ n   ，    (5) 

1.2  同伦分析法求解响应方程 

“同伦分析方法”[13]最早是由廖世俊教授在 1992

年的博士论文中提出来的。目前，国内外许多研究人

员都采用“同伦分析方法”来研究强非线性问题。原培

新[14]等为了研究强非线性系统的主共振问题，采用同

伦分析法研究其在谐波激振力下的响应，并通过 2 个

具体算例，验证了同伦分析法的精确性。文中采用同

伦分析法来研究三次非线性振动系统的响应特性，并

用 Matlab 对结果进行验证，得到同伦分析法的高精

确性。通过同伦分析法求得的响应解为： 
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可得初始近似解表达式： 
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因初始条件 z1(0)=0， 1(0) 0z  ，所以初始近似解为：  
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式中：h 为同伦分析法中的非零辅助参数。此时，

频率比为： 
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假设 h=1，R=1，则： 
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因为 v(τ)=Az(τ)，所以： 
3 3

0 0
1 1 1( ) ( ) ( cos cos3 )

32 32

hRA hRA
v τ A z τ A T T     (13) 

式(13)即同伦分析法得到的响应表达式。 
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2 动态响应分析 

2.1  阻尼比及频率的影响 

分析式(10)可知，当 A0=0.5 时， 2
0

3
1

4
f RA  

1.08 ，此时，振动响应最大，得到的 f 是通过同伦分

析法(HAM)计算分析得到的，下面以 Matlab 仿真验

证同伦分析法求解的精确性和有效性。分析式(7)和式

(12)，用 Matlab 得到相频和幅频曲线，见图 2—3。 

 

图 2  不同阻尼比时的相频曲线 
Fig.2 Phase- frequency curve of different damping ratio  

由图 3 可得，当 f=1 时，无论阻尼比 ζ 为多少，

系统响应幅值总是等于零；随着 ζ的增加，振幅比越

来越小，当 ζ 确定时，f 在 1～1.2 的范围内，f=1.05

的响应幅值最大，即达到共振；随着 ζ的增加，振幅

比取得峰值处的 f 也随之增加，即阻尼比增加，共振

频率增加，当阻尼比 ζ>0.1 时，阻尼比 ζ 较大，两者

相对运动很小。图 3 中幅频曲线反映的峰值处 f 的取

值为 1.05～1.08，与同伦分析法计算分析得到的 Ω值

相一致，可证明求解精确性。杨冰[15]等采用谐波平衡

法，得到三次非线性系统的近似稳态解，并通过

Matlab 得出幅频曲线。幅频曲线显示在 f=1.18 时，

系统能够达到共振，与文中采用的同伦分析法求解得

到的共振频率 f=1.08 很接近，且与 Matlab 模拟分析

得到的共振频率十分接近。文献[14]中得到的系统的

非线性与线性振动的频响曲线十分相似，然而，非线

性显示出来的曲线族的共振点并不是直线，而是偏向

频率增大的方向。研究结果表明，三次非线性系统的

共振频率不是一成不变的，而是要受到阻尼等参数的

影响。要想得到最大的响应幅值，必须选取合适的 Ω

值，因此，要针对能量采集器的拾振系统和能量采集

系统进行优化设计，从而获得最大的功率。 

 

图 3  不同阻尼比时的幅频曲线 
Fig.3 Amplitude-frequency curve of different damping ratio 

2.2  非线性系数 r 以及刚度系数 k 的影响  

在前文中，为了研究阻尼比 ζ和频率比 f 对振动

响应的影响，设定非线性系数为已知，即式(11)中取

的非线性系数 R=1。现在固定阻尼比 ζ 和频率比 f，

研究非线性系数 r 和弹性系数 k 对振动响应的影响。

根据式(11)，设定 ζ=0.03，f=1.1，D=1，则： 
2

1
20.704 0.84 3

A r

H k kr


（ ）
                 (14) 

分析式(14)，可以得到不同弹性系数时的响应幅

值与非线性系数 r 的关系，见图 4。由图 4 可知，随

着非线性 r 的增加，振幅比也不断增加；当非线性系

数 r 固定时，随着弹性系数 k 的增加，振幅比反而减

小；且随着 k 的增加，非线性系数 r 对振幅比的影响

减弱，振幅比与 r 越来越趋近于线性关系。非线性系

数 r 对系统响应的影响不是很大。 

杨小俊 [16]等研究基础激励下的三次非线性系统

的响应，研究表明，在外界激励下，阻尼很小但三次

非线性因子较大时，会发生所谓的混沌运动，因此，

可以选择弹性系数较小的弹簧材料。同时，还要控制

三次非线性系数 r，避免发生混沌响应。综合考虑各

种因素影响，可以得出，在保证足够响应幅值的前提
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下，非线性系数 r 要尽量小。 

 

图 4  不同弹性系数时的响应幅值与非线性系数 r 的关系 
Fig.4 Relationship between amplitude and nonlinear coeffi-

cient with different elasticity coefficient 

2.3  外界激励幅值的影响 

根据式(11)可知，除了阻尼比 ζ、频率比 f、弹性

系数 k 及非线性系数 r 对响应有影响外，其外界激励

幅值也会对系统响应产生影响。分别取 ζ=0.03，f=1.1，

r=0.1，k=1000 来研究外界激励幅值 H 对系统响应的

影响。其他参数确定后，式(11)可改写为：   
2

4 2
8

2

( 0.21)
58.08

2.816 10 (0.048 456 )
29.0458.08

H
H

A
H H




  
1

   

(15) 

根据式(15)可得激励振幅 H 对系统响应的影响，

见图 5。可知，H 在 0～0.8 之间时，响应振幅 A 接近

于 0；H 在 1.6～2 之间时，随着 H 的增加，振幅也趋

近于 0。图 5 中有 2 个峰值，H=1.18 时，达到一个峰

值，方向与激励振幅的方向相反；H 在 1.18～1.2 之

间时，幅值骤变，先从峰值降到 0，再从 0 陡增到峰

值；H=1.2 时，响应幅值达到最大，方向与激励振幅

相同。为了达到最大的响应幅值，需要考虑激励幅值

H，在实验验证过程中，要控制 H 的大小。  

 

图 5  激励振幅 H 对系统响应幅值的影响 
Fig.5 Influence of excitation amplitude H on system response 

3  结语   

针对能量采集器的拾振结构，将其平面弹簧考虑

为三次非线性进行分析，更加接近于实际工况。对拾

振结构建立系统模型，并构建其动力学方程，采用现

有高效的同伦分析法来分析计算方程的响应解，并对

其响应进行了理论分析。综合上述对各参数的分析，

阻尼比 ζ、频率比 f、弹性系数 k、非线性系数 r 和激

励振幅 H 都对系统响应产生一定的影响，其中，非

线性系数 r 的影响较小，在结构优化设计时可不予考

虑。弹性系数 k、阻尼比 ζ 和频率比 f 对系统响应的

影响较大，在结构设计优化时，要注重这几个参数的

选取和设置，以期得到最优的响应幅值。 

为了验证同伦分析法(HAM)求解的精确性，用

Matlab 绘制幅频和相频曲线，对幅频和相频曲线进行

分析，得到在频率比 f=1.05 时，振动响应幅值最大，

与理论分析计算得到的 f=1.08 时，振动幅值最大的

结论一致，由此可以证明同伦分析法(HAM)用于求解

三次非线性方程具有很高的精确性，减少了由于计算

方法的选取而产生的误差，为后续能量采集器拾振结

构的优化设计提供了有力的理论依据。 
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