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双曲正切型非线性包装系统跌落冲击响应分析 
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摘要：目的 分析得到双曲正切型无阻尼非线性包装系统跌落冲击的近似解析解，解决典型工况下

双曲正切型非线性包装系统跌落冲击响应求解问题。方法 采用 PEM 分析系统的跌落冲击响应，得

到冲击响应的一阶近似解；通过包装动力学的能量法，得到无阻尼系统的精确最大位移值；对近似

解进行修正。结果 在足够的精度范围内，修正后的最大位移响应值、最大加速度响应值以及系统

响应周期非常接近于龙格-库塔数值解。结论 为双曲正切型非线性包装系统跌落冲击响应分析提供

了一种新的近似分析方法。 
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Dropping Shock Response of Hyperbolic Tangent Nonlinear Packaging System 

LI Hao-jing, ZHANG Min 
(Xinxiang Radio and Television University, Xinxiang 453000, China) 

ABSTRACT: The work aims to analyze and obtain the approximate analytic solution for dropping shock of hyperbolic tangent 

undamped nonlinear packaging system, and figure out the solution for the dropping shock response of hyperbolic tangent nonli-

near packaging system under typical working conditions. PEM was used to analyze the dropping shock response of the system 

so as to obtain the first-order approximate solution for shock response. The accurate maximum displacement of undamped sys-

tem was obtained with energy method of packaging dynamics and the approximate solution was corrected. Within an adequate 

accuracy range, the maximum displacement response, the maximum acceleration response and the system’s response cycle after 

correction were very close to that obtained by Runge-Kutta method. A new method is provided for approximate analysis of 

dropping shock response of hyperbolic tangent nonlinear packaging system. 

KEY WORDS: hyperbolic tangent nonlinear; dropping shock; approximate analytic solution; homotopy analysis method; 

energy method 

许多学者致力于非线性问题的求解，提出并发

展了许多近似解析算法，例如谐波平衡法[1—3]、变

分迭代法[4—6]、同伦分析法[7—9]等，这些算法通常

都较为复杂。何氏 PEM[10—12]已被广泛地应用于解

决非线性振动问题，具有简便有效的优点。包装工

程领域中，缓冲材料具有非线性力学特性，双曲正

切型非线性模型是典型非线性模型之一。向红 [13]

等将 L-P 摄动法与包装动力学能量法结合，以一

次渐进解为基础，得到系统加速度响应，其加速

度峰值及跌落冲击持续时间等结果较为理想。李

宏卫等[14]也将 PEM 中的修正 Lindstedt-Poincare 法

与能量法结合，用于求解三次型非线性包装系统的

跌落冲击响应问题。文中采用 PEM 中的簿记参数

法，并结合能量法分析典型工况下双曲正切型非线
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性包装系统跌落冲击响应求解问题。所得结果与四

阶龙格-库塔数值算法比较可知，最大位移响应和

最大加速度响应相对误差均小于 0.1%，系统响应

周期相对误差为 5.6%，可以满足工程要求。 

1  簿记参数法 

一个微分方程中如果不存在任何参数，何吉欢

教授则在原始控制方程中引入了一个簿记参数。考

虑以下非线性微分方程： 
3 0x x x      (1) 

(0) , (0) 0x A x   (2) 

将式(1)改写为下列形式： 
31 0 1 ( ) 0x x x x          (3) 

假设式(1)的解可以表达为关于 p 的幂级数： 
2

0 1 2x x px p x      (4) 

式中：p 为一个簿记参数，p=1。同样假设式

(3)中的系数 1, 0 和 1 可以类似地表达为关于 p 的

幂级数： 1=1+pa1+p2a2+ …， 0=ω2+pb1+p2b2+… , 

1=pc1+p2c2+…。式中：ω假设为所研究的非线性振

动所要求的频率。 

2  EM 的基本思想 

在非线性系统的跌落冲击问题分析中，通常使

用能量法(EM)来得到系统的最大位移和最大加速

度，但是难以得到系统响应的周期和时间历程[15]。

对于非线性系统的跌落冲击问题，如果没有系统阻

尼，理想情况下，当缓冲材料变形达到最大值 xm

时，系统的重力势能将全部转化为弹性势能。假设

包装系统的跌落高度为 h，产品重量为 W，系统的

重力势能为：U=Wh。对于非线性包装系统，f(x)

指恢复力，是且仅是 x 的非线性函数。根据能量法

有：
0

( )d
x

Wh f x x
m

，
代入参数，计算可得最大位

移 xm。系统的动态方程为： ( ) 0mx f x  ，求解可

得最大加速度值 mx 。 

3  PEM 的应用及其修正 

对于双曲正切型非线性包装系统，不考虑系统

阻尼，系统跌落冲击动态方程和跌落冲击初始条件

可以表达为： 

0
0

0

tanh 0

(0) 0, (0) 2

k x
mx F

F

x x gh

  

  




               (5) 

式中：m 为产品质量；F 为产品与缓冲垫相互

作用的冲击力；x 为包装系统的位移；k0 为缓冲材

料的线弹性常系数；g 为重力加速度；h 为产品跌

落高度；x为 x 对时间 t 的连续导数。为了利用 PEM

进 行 分 析 计 算 ， 泰 勒 展 开 0

0

tanh
k

x
F

 

0

53
3 50

3 5
0 0

2

3 15

kk
x x

F F
 ，把正切型非线性微分方程转

化为三次-五次型非线性微分方程： 
3 5

0 0mx k x rx qx      (6) 

系统的恢复力表达为： 
3 5

0( )f x k x rx qx              (7) 

引 入 参 数 2
0k  , 0/r k  , 2

0a  , 

0q k  和 0
0

k

m
  (频率参数)，系统跌落冲击动

态方程和跌落冲击初始条件可以改写为： 
2 3 5
0 0x x kx ax      (8) 

(0) 0, (0) 2x x gh    (9) 

虽然在式(14)中含有常数参数，仍然可以引入

一个所谓的簿记参数 p，p=1，把方程的解和系数

表 达 为 关 于 p 的 幂 级 数 ： x=x0+x1p+x2p
2+ … , 

ω0=ω
2+b1p+b2p

2+ … , 1=1+c1p+c2p
2+ … , 

k=d1p+d2p
2+…, a=e1p+e2p

2+…，代入式(8)，可得式

(10)。

2 2 2 2 2
1 2 0 1 2 1 2 0 1 2

2 2 3 2 2 5
1 2 0 1 2 1 2 0 1 2

(1 )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) 0

c p c p x x p x p b p b p x x p x p

d p d p x x p x p e p e p x x p x p

             
           

     
   

 (10) 

合并关于 p 的同次项，可以得到： 

0 2
0 0: 0p x x   (11) 

1 2 3 5
1 1 1 0 1 0 1 0 1 0: 0p x x c x b x d x e x        (12) 

联立式(9)和式(11)，可得： 

0

2
( ) sin( )

gh
x t t


  (13) 

参数展开法的一阶近似解中仅包含基频项，由

于截断误差，基频项的振幅 A0 被放大，认作精确
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解的振幅 A，即 A=A0。精确解的振幅与频率满足

2gh
A


 ；然而 0

2gh
A


 且应该是 0

2gh
A


 ，

所以对于一阶近似解，有必要令： 

0 0( ) sin( )x t A t   (14) 

把 x0 代入式(12)，可得： 
3 5

2 2 1 0 1 0
1 1 1 0 1 0

3 5
( )

4 8

d A e A
x x b A c A         

3 5 5
1 0 1 0 1 05

sin( ) ( )sin(3 ) sin(5 ) 0
4 16 16

d A e A e A
t t t     

 (15) 
为了避免 x1 的解中出现长期项，需要有： 

3 5
2 1 0 1 0

1 0 1 0

3 5
0

4 8

d A e A
b A c A      (16) 

如果一阶近似解的精度符合要求，那么有
2 2
0 1b   , 1=1+c1, k=d1, a=e1，联立可得： 

2 2 4
0 0 0

3 5

4 8
kA aA      (17) 

则式(14)的一阶近似解为： 

2 2 4
0 0 0 0 0

3 5
( ) ( ) sin

4 8
x t x t A kA aA t

 
     

 
  (18) 

对式(18)中时间 t 求导，得到速度表达式： 

2 2 4 6
0 0 0 0

3 5
( )

4 8
x t A kA aA       

2 2 4
0 0 0

3 5
cos

4 8
kA aA t

 
   

 
 (19) 

为了直观地分析方程近似解的精度，令 m=10 

kg, h=0.6 m, k0=500 N/cm, r=72 N/cm3, q=0.0001 
N/cm5，结合初始条件式(9)，得到振幅 A=4.3786 cm，

频率 ω=78.3187 s-1。 

由式(8)可得
0 m

2 3 5
m m mx x kx ax   ，得到最大位

移 xm=A=4.3786 cm，最大加速度 mx =42.7353g。 

对 于 跌 落 冲 击 的 动 态 问 题 ， 利 用 四 阶

Runge-Kutta 法可以得到式(8)的数值解，系统响应

周期 T=0.072 12 s，最大位移响应 xm=4.724 cm，最

大加速度响应 mx =61.7101g。简化双曲正切型非线

性系统 PEM 算法简称 CPEM，CPEM 与 Runge- 

Kutta 算法的结果对比见表 1，周期的相对误差为

11.25%，最大位移和最大加速度的相对误差分别为

7.31%和 25.53%。为了符合工程的需要，需要对

CPEM 的 一 阶 近 似 解 做 进 一 步 的 修 正 简 称

CPEM(E)。 

表 1  PEM 算法和改进 PEM 能量法修正与 Runge-Kutta
算法的结果对比 

Tab.1 Comparison of solution by the CPEM and CPEM(E) 
with Runge-Kutta method 

 R-K CPEM
CPEM 

(E) 

相对误差/% 

CPEM与

R-K对比

CPEM(E)与

R-K对比

x/cm 4.724 4.3786 4.7246 7.31 0.01 

mx /g 66.610 49.6015 66.660 25.53 0.08 

T/s 0.072 12 0.080 23 0.068 08 11.25 5.60 
 

利用EM对CPEM法得到的近似解进行修正，有： 

m 3 5
00

( )d
x

Wh k rx qx x     (20) 

最大位移可通过求解下式得到： 
6 4 2
m m 0 m2 3 6 12 0qx rx k x mgh          (21) 

将 1=1+c1, k=d1 带入式(21)，可得能量法修正

后方程的解。 

代入参数，可得能量法修正后振幅 Av=4.7246 

cm，频率 ωv=92.2875 s−1，容易得到最大位移响应

和最大加速度响应分别为 xm=4.7246 cm, mx = 

66.66g。CPEM(E)法和 Runge-Kutta 算法的结果对

比见表 1，周期的相对误差为 5.60%，最大位移和

最大加速度的相对误差分别为 0.01%和 0.08%。此

外，CPEM, CPEM(E)和 Runge-Kutta 算法的系统跌

落冲击位移响应、加速度响应分别见图 1。可以看 

 
图 1  CPEM 和 CPEM 能量法修正与 Runge-Kutta 算法 

响应比较 
Fig.1 Comparison of the response by the CPEM and CPEM(E) 

with the numerical simulation solved by the Runge-Kutta 
method 
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出 CPEM(E)的位移响应和加速度响应非常接近

Runge-Kutta 算法，其精度得到了进一步提高。 

4  结语 

何氏 PEM 解决振动问题简单有效，并且可以

根 据 控 制 方 程 的 具 体 特 点 灵 活 选 用 修 正

Lindstedt-Poincare 法和簿记参数法。由于跌落冲击

和自由振动具有不同的初始条件，何氏 PEM 并不

能很好地适用于跌落冲击问题的解决，因此文中采

用修正簿记参数法分析了典型双曲正切型非线性

包装系统跌落冲击问题。为了进一步提高近似解析

解的精度，采用包装动力学中的能量法对 CPEM 得

到的一阶近似解进行修正。算例结果表明，能量法

修正后的 CPEM 一阶近似解具有足够的精度，为

工程应用提供了一种新的理论分析方法。 
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