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摘要：目的 分析得到正切型非线性包装系统跌落冲击的近似解析解，修正提高解的精度，以达到工程要求。

方法 采用解决普遍非线性振动问题的 PEM，并针对跌落冲击动态方程的求解进行了算法修正，选取正切型

非线性包装系统跌落冲击模型为算例，求解得到了一阶近似解；与包装工程中的能量法结合，对近似解进

行了修正。结果 修正后的最大位移响应、最大加速度响应、系统响应周期与 Runge-Kutta 数值解非常接近，

相对误差小于 4%。结论 研究为非线性包装系统跌落冲击响应分析提供了一种新的科学有效的近似分析方

法。 
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Correction of He’s Parameter-expanding Method for Analyzing Dropping Shock Response of Tangent Nonlinear 
Packaging System 

SONG Hao1，LI Hongwei1,2 

(1. Wuxi Machinery and Electronic Branch College, Jiangsu Union Technical Institute, Wuxi214028;  
2. Jiangnan University, Wuxi 214122) 

Abstract: To analyze and get the approximate analytical solutions for dropping shock response of tangent 
nonlinear packaging system and to improve the accuracy of the solutions and achieve engineering requirements by 
correction, He’s parameter-expanding method (PEM) is used that is applied to solve general nonlinear vibration 
problems. Taking tangent nonlinear packaging system dropping shock model for an example, for solving the 
dropping shock dynamic equations, the algorithm is modified and the first-order approximate solutions are obtained. 
A novel solution combining PEM with energy method was proposed and the approximation solution was corrected. 
The results show that the maximum displacement response, the maximum acceleration response of the system and 
the period of the response are very similar to the one by Runge-Kutta method, with relative error of <4%. This 
research provides a new scientific and effective method for the analysis of dropping shock response of nonlinear 
packaging system. 
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在工程领域存在很多非线性问题，很难得到解析解。到目前为止，已有很多方法用于求解非线性问题，

摄动法[1-3]、变分迭代法[4-6]、MAX-MIN[7-9]、HFAF[10-12]、PEM[13-15]等，各有优缺点。在包装工程领域[16]，

缓冲材料的非线性力学特性包括三次型、正切型和双曲正切型等，有时表现为强非线性，使得问题的理论

分析十分困难。 
何氏参数展开法(PEM)解决一般非线性振动问题，简单有效，并可以根据具体问题灵活地选用修正

Lindstedt-Poincare 法和簿记参数法。理论上讲，跌落冲击属于振动的特殊情况，可以采用类似的方法进行分

析。跌落冲击与自由振动具有相同的控制方程，但初始条件不同[17]，针对这一特点，首先修正 PEM 算法，

使其适用于跌落冲击问题的分析解决。 
以正切型非线性包装系统跌落冲击为例，简化后的控制方程，适合采用修正 Lindstedt-Poincare 法，同

时结合包装动力学中的能量法，得到满足工程分析需要的近似解析解。 
1 修正 Lindstedt-Poincare 法 

考虑以下非线性微分方程： 
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0 ( , , ) 0mx x f x x xω ε+ + =&& & &&  (1) 

 (0) , (0) 0x A x= =&  (2) 
这里， ε 不必是一个很小的参数， 0 ε< < ∞； f 是一个关于目标变量的多项式非线性函数。 
根据修正 Lindstedt-Poincare 法，方程(1)的解可以表达为下列关于ε的级数： 

 2
0 1 2 ...x x x xε ε= + + +  (3) 

同理，系数m和 0ω 可以表达为类似的形式： 

 2
1 21 ...m m mε ε= + + +   (4) 

  2 2 2
0 1 2 ...ω ω εω ε ω= + + +  (5) 

这里，ω假设为所研究的非线性振动所要求的频率。 
2 EM 的基本思想 

在非线性系统的跌落冲击问题分析中，通常使用能量法(EM)来得到系统的最大位移和最大加速度，但

是难以得到系统响应的周期和时间历程。对于非线性系统的跌落冲击问题，如果没有系统阻尼，理想情况

下，当缓冲材料变形达到最大值 mx 时，系统的重力势能将全部转化为弹性势能。假设包装系统的跌落高度

为 h，产品重量为 W，系统的重力势能表达如下： 
 U Wh=  (6) 

对于非线性包装系统， ( )f x 指恢复力，是且仅是 x 的非线性函数。根据能量法，有： 
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x

Wh f x x= ∫
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代入参数，计算可得最大位移 mx 。系统的动态方程如下： 

 ( ) 0mx f x+ =&&  (8) 

求解上式可得最大加速度值 mx&& 。 

3 PEM 的应用及其修正 
对于正切型非线性包装系统，不考虑系统阻尼，系统跌落冲击动态方程和跌落冲击初始条件可以表达

为： 
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其中，m为产品质量， x为压缩变形量， 0k 和 bd 分别为缓冲材料的初始弹性系数和压缩极限，g 是重

力加速度， h是产品跌落高度， x&&表示 x对时间 t 的连续导数。为了利用修正 Lindstedt-Poincare 法进行分析

计算，泰勒展开
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= + + +K，把正切型非线性微分方程转化为三次-五次型非线



性微分方程，如下： 

 3 5
0 0mx k x rx qx+ + + =&&  (11) 

系统的恢复力表达为： 

 3 5
0( )f x k x rx qx= + +  (12) 

引入参数 2
0εω=k ， 0/ kr=ε ， 2

0σω=a ， 0kq=σ 和 0
0

k
m

ω = (频率参数)，系统跌落冲击动态方程

和跌落冲击初始条件可以改写为： 

 2 3 5
0 0x x kx axω+ + + =&&  (13) 

 (0) 0, (0) 2x x gh= =&  (14) 

方程(13)的解和系数可以表达为下列形式： 
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把(15)—（18）式代入方程(13)，可以得到下列方程： 
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合并关于 a的同次项，可以得到： 
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0 0: 0a x xω+ =&&  (20) 

 1 2 3 5
1 1 1 0 1 0 1 0 0: 0a x x d x b x c x xω+ + + + + =&& &&  (21) 

联立式(14)和方程(20)，可得： 
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参数展开法的一阶近似解中仅包含基频项，由于截断误差，基频项的振幅 0A 被放大，认作精确解的振

幅 A，即 0A A= 。容易理解，精确解的振幅与频率满足
2gh

A
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所以对于一阶近似解，有必要令： 



 0 0( ) sinx t A tω=  (23) 

把 0x 代入方程(21)，可得： 
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为了避免上式的解中出现长期项，需要有： 
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如果一阶近似解的精度符合要求，那么根据式(16)—(18)有： 
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0 1abω ω= +  (26) 

 1k ac=  (27) 

 11 1 ad= +  (28) 

联立(25)—(28)式，可得： 
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那么，方程(13)的一阶近似解为： 
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上式对时间 t 求导，得到速度表达式： 
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为了直观地分析方程近似解的精度，考虑参数 m=10 kg，h=0.6 m， -1
0 500N cmk = ⋅ ， -372N cmr = ⋅ 以及

-50.0001N cmq = ⋅ 的情形，结合初始条件(14)，得到振幅 A=3.0443 cm，频率 1112.65sω −= 。 

由式(13)可得
0 m

2 3 5
m m mx x kx axω= + +&& ，容易得到最大位移 m 3.0443cmx A= = ，最大加速度 m 49.6 g015x =&& 。 

对于跌落冲击的动态问题，利用四阶 Runge-Kutta 法可以得到方程(13)的数值解，系统响应周期

=0.05386sT ，最大位移响应 m 3.35cmx = ，最大加速度响应 m 61.7101gx =&& 。表 1 给出了 CPEM 与 Runge-Kutta

算法的结果对比，周期的相对误差为 3.56%，最大位移和最大加速度的相对误差分别为 9.13%和 19.62%。

为了符合工程的需要，需要对 CPEM 的一阶近似解作进一步的修正。 
利用 EM 对 CPEM 法得到的近似解进行修正，有： 

 m 3 5
00

( )d
x

Wh k rx qx x= + +∫  (32) 

最大位移可通过求解下式得到： 

 6 4 2
02q 3 6 12 0m m mx rx k x mgh+ + − =  (33) 



联立(29)，(30)和(33)式，可得能量法修正后方程的解。 
表 1 简化正切型非线性系统 PEM 算法和改进 PEM 能量法修正与 Runge-Kutta 算法的结果对比 

Tab.1 Comparison of solution by the CPEM and CPEM(E) with Runge-Kutta method for the cubic-quintic 
nonlinear system 

 
龙格-库塔法 改进参数展开法

相对误差

/% 
能量法修正 

改进参数展开法 
相对误差

/% 
最大位移响

应/cm 3.35 3.0443 9.13 3.2913 1.75 

最大加速度

响应 (g)  61.7101 49.6015 19.62 62.6920 1.59 

周期/s 0.05386 0.05578 3.56 0.05215 3.17 

代入参数，可得能量法修正后振幅 3.2913cmvA = ,频率 1120.4853svω
−= ,容易得到最大位移响应和最大加

速度响应分别为 m 3.2913cmx = , m 62.6920gx =&& 。CPEM(E)法和 Runge-Kutta 算法的结果对比见表 1，周期的

相对误差为 3.17%，最大位移和最大加速度的相对误差分别为 1.75%和 1.59%。此外，CPEM，CPEM(E)和
Runge-Kutta 算法的系统跌落冲击位移响应、加速度响应分别见图 1 和图 2，可以看出 CPEM(E)的位移响应

和加速度响应非常接近 Runge-Kutta 算法，吻合度非常高。 

 
图 1 简化正切型非线性系统 CPEM 和 CPEM 能量法修正与 Runge-Kutta 算法位移响应对比 

Fig.1 Comparison of the displacement response by the CPEM and CPEM(E) with the numerical simulation solved 
by the Runge-Kutta method for the cubic-quintic nonlinear system 

 



 

图 2 简化正切型非线性系统 CPEM 和 CPEM 能量法修正与 Runge-Kutta 算法加速度响应比较 
Fig.2 Comparison of the acceleration response by the CPEM and CPEM(E) with the numerical simulation solved 

by the Runge-Kutta method for the cubic-quintic nonlinear system 
4 总结 

缓冲材料非线性包装系统的研究已经日渐成熟，正切型非线性包装系统便是典型模型之一，因此研究

正切型非线性包装系统跌落冲击具有重要意义。何氏 PEM 被广泛地应用于非线性问题的研究，采用其中的

修正 Lindstedt-Poincare 法研究了近似模型的跌落冲击问题，得到了其一阶近似解。应用包装动力学中的能

量法对近似解进行了修正，将修正后的最大位移响应、最大加速度响应、系统周期与四阶龙格-库塔法进行

对比，结果非常接近，为非线性缓冲包装系统跌落冲击问题分析提供了一种新的简便有效的分析方法。 
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