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摘要：目的目的 以可以实现空间三维平动的3-UPU并联机构为研究对象，对其进行运动学建模、动力学建

模以及工作空间和动力学仿真。方法方法 通过几何法建立机构的运动学模型，同时使用拉格朗日方法建立

3-UPU并联机构的动力学模型，最后采用优化后的极限边界搜索法，建立并分析并联机器人的工作空

间，求解工作空间的面积。在工作空间和速度与加速度的约束下，采用五次样条曲线进行轨迹规划，利

用Matlab进行逆运动学与逆动力学建模与仿真。结果结果 通过对动力学建模仿真与工作空间的分析可知，

该机构有较大和对称的工作空间，同时拥有相对简单的动力学方程和较好的动力学性能。结论结论 3-UPU

并联机构在工业自动化柔性包装、搬运与加工装配中，有广泛的应用前景。
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Dynamics Modeling and Work Space Analysis of Three Translational Parallel
Mechanism
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ABSTRACT：In this paper, the 3 UPU parallel mechanism that can realize three-dimensional translational movement was
taken as the study object, the kinematics, dynamics modeling, work space and dynamic simulation of which were conducted
to lay the foundation for the engineering application. Through the method of geometry, we built the kinematics model of the
mechanism, and meanwhile, established the dynamics model of 3-UPU parallel mechanism using the Lagrange equation
method. Finally, the working space of parallel robot was established and analyzed using the optimized limit boundary search
method to solve the surface area of the workspace. Under the constraint of the working space as well as the speed and
acceleration, the five spline curve was used for trajectory planning, and Matlab was used for the inverse kinematics and the
inverse dynamics modeling and simulation. Through the analysis of dynamics modeling simulation and work space, it was
found that the mechanism had a large and symmetrical work space, and meanwhile had a relatively simple dynamic equation
and a good dynamic performance. In conlusion, 3 UPU parallel mechanism has broad application prospects in industrial
automation flexible packaging, handling, processing and assembling.
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并联机器人具有刚度大、承载力大、精度高等优

点，能够胜任很多包装生产环节中的工作。其中6自

由度并联机构具有高度的非线性耦合，且控制方法复

杂，在工业自动化、包装工程等领域的应用较少。少

自由度的并联机器人，尤其是三自由度机器人，在拥

有众多并联机器人的优点的同时，还拥有较大的工作
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空间和简洁的数学模型，同时机构相对简单且成本

低，在自动化包装领域具有较好的应用前景。三平动

3-UPU并联机构最早由Tisa[1]提出，并分析了机构的自

由度，也使用D-H法建立了正逆运动学模型；Ping等

人建立了带补偿的运动学模型，并求解得出了封闭

解；Gregorio[2—3]分析了该机构的奇异性；Mircea等人分

析了在关节约束下的纯平动与纯转动工作空间影响

指标，并画出了基于蒙特卡洛的工作空间；Han[4]等人

得出了3-UPU对U副间隙与安装误差对动平台运动

偏差有较大影响的结论。文中针对自动化包装中需

要搬运重物和高精度操作等特殊环节的应用需求，分

析求解并联机构的运动学与动力学特性，以为该机构

在自动化包装中的应用奠定基础。

1 3-UPU并联机构结构描述

3-UPU并联机构由3条完全相同的U-P-U支链

与静动平台组成，见图1。其中P副为驱动副，由带伺

服电机的滚珠丝杠组成[5—6]，U副为虎克铰。图1中静

平台有铰接点A1，A2，A3，动平台铰接点为B1，B2，B3，外

接圆的圆心是坐标系原点，分别是点P与P1，铰接点以

120°均匀分布，见俯视图2。

3-UPU根据U副的安装方式不同可以分为三平动

和三转动两种，当固定于平台的轴平行于静动平台时

实现纯移动，如图3的安装方式，当固定于平台的轴垂

直于平台时实现纯转动。当上下平台铰链中心交点组

成的三角形外接圆半径相同时，机构处于奇异位型[7]，

同时当动平台移动到与静平台重合时，位姿也是该机

构的奇异位置。跟据以上约束条件，机构参数选取如

下：R=0.5 m，md=40 kg，r=0.2 m，ml=45 kg，lmin=0.4 m，m1=

20 kg，lmax=0.7 m，l11=0.16 m，θmax=2π/3，l12=0.19 m。

2 3-UPU并联机构运动学与动力学模型

2.1 运动学分析

根据坐标变换[8]求得动平台3个铰接点在静平台

的坐标B1，B2，B3使用几何法建立3-UPU并联机器人

的逆运动学约束方程[9]如下：

书书书

!

!

" !#$%$&"

"

'(

"

')槡
" （1）

书书书

!

!

" !#$

%&'

!

"

!

$#($

槡"!%&'"

!

$

!

$)

槡
! （2）

书书书

!

!

" !#$

%&'

"

"

"

$#(&

槡!!%&'"

"

$

"

$)

槡
" （3）

同时，跟据式（1）-（3）可以得到机构的Jacobian矩

阵 J[10—11]，
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对式（4）进行求导得到连杆的加速度如下：

图1 3-UPU机构

Fig.1 Sketch drawing of 3-UPU mechanism

图2 3-UPU俯视图

Fig.2 Overhead view of 3-UPU

图3 3-UPU并联机构

Fig.3 3-UPU parallel mechanism
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2.2 动力学分析

并联机构由于自身的复杂性，建立其动力学系统

异常复杂，并联机器人动力学分析的方法有很多，如

牛顿-欧拉方法、拉格朗日方法[12]、凯恩方法等。文中

通过运用第二类拉格朗日方程方法建立动力学模型，

建立了驱动力与动平台的位移、速度与加速度之间的

逆动力学关系。

利用虚位移和达朗伯原理的第二类拉格朗日方

程建立相对简洁的动力学方程，避免了求解约束反

力，形式统一，应用简便。

求解系统动力学普遍方程如下：

Fi+Ni-Qi=0 （i=1，2，…，n） （6）

其中：Fi为主动力；Ni为约束反力；Qi=-miai，为惯

性力。

应用虚位移原理，考虑并联机构在平稳系统下，

可得到式（7）：
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其中
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是在约束下广义坐标虚位移，拉格朗日方

程中广义坐标与自由度相同，本机构广义坐标是3个杆

的长度，li（i=1，2，3），广义自由度k=3。同时对于理想完

整约束下，质点系满足，可得到达朗伯方程如下：
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根据式（7），（8）可得：
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其中，
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广义惯性力可表示为：
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式中T为系统的总动能，包括动平台的动能T1和

所有连杆的动能T2：
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其中，
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速度。

假设系统仅有一个广义虚位移而其他的虚位移

保持不变，考虑动平台的重力、杆的重力、驱动力和外

力做功，用虚功原理可得式（13）：
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式中，
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!为虚位移；md为动平台的质量；ml为杆的质量；Δzl为
杆质心在z方向的虚位移；Fj为对应的 j杆上的驱动力。

3-UPU的P副采用滚珠丝杠，在杆件的伸长变化

时，整体的质心位置改变。当求杆件的势能与动能

时，根据下图4计算质心的位置，以质心作为动能与势

能变化的参考。

图4中，l11为移动杆质心到对应B铰接点的长度；

l12是固定杆到对应A铰接点的长度，l13是整体杆质心

到A铰接点的长度；li是杆 i的总长度。

l13=［m1（l11+l12）-mll22+（ml-m1）li］/mi （14）

Δzp=Δl13cosθi （15）

根据式（9）~（15）可化简得到式如下：
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由于篇幅原因仅给出了式（16）的结构式，将通过

图4 滚珠丝杠简图

Fig.4 Drawing of ball screw

90



第36卷 第23期

动平台的轨迹规划得到的位姿、速度和加速度带入式

（16），可以求得各连杆的驱动力。上式还可化简为一

般式（17）进行动力学分析，其中M（qj）为惯性矩阵，
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3 机构工作空间分析

工作空间的求解方法有蒙特卡洛法、网格法、极

限边界搜索法等，使用极限边界搜索法求解工作空

间，并使用Matlab画图[13]，可以分析工作空间内部是否

中空存在奇异区域，也得到了精确的空间图形与边界

数据，作为机构的设计参考，同时边界数据也是并联

机构轨迹规划和动力学分析与控制的基础。

采用上节的逆运动学约束方程来求解工作空间，

以P1（xp，yp，zp）的3个坐标值作为变量求解得到3个驱

动杆 li（i=1，2，3）的值，当P1坐标位姿指定后，对应的3

个杆长均在在移动范围 l［lmin，lmax］内，表明此P1点位置

在工作空间内。极限边界搜索法原理是建立一个柱

形区域，并在 z轴以Δz分为 n等份圆，每份 xy截面使

用极坐标进行搜索：

x=acos（mø）
y=asin（mø）
z=z0+Δz （18）

其中，在 z=zi（i=1，…，n）时，以a与ø作为变量进行

搜索，当求得的3个杆（i=1，2，3）采样点值由满足范围

到超出范围或由不满足到满足范围时，此时满足条件

的 li（i=1，2，3）对应的过渡点（xp，yp，zp）是所求的边界

点。文中通过Matlab强大的画图功能，画出机构的三

维工作空间。

极限边界法所搜索的圆柱参数由Matlab最优工

具箱的有约束最小化函数fmincon求得，并使用二次

规划法求得工作空间的范围为 x∈［-366.6667，

366.6667］，y∈［-317.5426，317.5426］，z∈［264.5751，

632.4555］。U副旋转的角度由各杆件的向量AiBi（i=

1，2，3）与静平台 z轴正方向
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通过Matlab求解工作空间，程序流程图见图7。

图6是通过极限边界法画出的工作空间，并经过

griddata 函数进行散点线性插补法优化生成光滑曲

面。通过图5与图6可以看到工作空间的边界与优化

工具箱求得的范围相符，同时可以看到工作空间的对

称性，这与并联机器人的连杆的对称性相关。跟据对

称性，利用Matlab的NIT积分工具箱一般区域积分函

数求解了工作区间的面积[14]为4.4273×107 mm3。

4 机构动力学仿真

采用Matlab进行动力学建模仿真[15]。假设动平台

图5 工作空间在xOy的俯视图

Fig.5 Top view of xOy workspace

图6 3-UPU工作空间

Fig.6 3-UPU workspace

图7 Matlab搜索程序流程

Fig.7 Flow chart of Matlab search program
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为空载，通过工作空间分析得到的数据，动平台的运

动轨迹采用螺旋上升曲线见图8，对应的三杆的位移

曲线见图9，P1点 z方向的速度采用梯形速度变化，加

速度 a在加速与减速时为固定值。通过采样，使用五

次多项式曲线拟合进行轨迹规划[16]，得到3个杆的驱

动力曲线见图10。

5 结语

1）通过几何法建立3-UPU并联机构的运动学模

型，使用第二类拉格朗日方程建立逆动力学模型。文

中采用了优化的极限边界搜索法进行了工作空间分

析，利用Matlab进行建模、编程与仿真，同时可以改变

结构参数得到不同的工作空间与动力学方程，作为机

构的设计与动力学分析的参考。

2）通过对工作空间的分析与动力学建模仿真，可

以看到3-UPU不仅结构简单，而且有相对较大的工作

空间和较好的动力学性能，在工业自动化生产线与柔

性包装中有很高应用潜力。同时通过建立的动力学

模型，为解决U副关节间隙的误差敏感度问题与建立

的高级位/力智能控制系统提供了理论基础。
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