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加筋平托盘面板复杂载荷下最大挠度算法研究
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摘要: 根据板的小变形理论,结合加筋平托盘的简化模型以及变厚度板的挠度方程,推导出在地面承载、叉举

和上架等 3 种不同工况下加筋平托盘受到复杂载荷时的最大挠度方程。 由于载荷函数和弯曲刚度函数都是关

于 x,y 的函数,其求解相当复杂,因此对其作离散化处理,离散化的最大挠度方程易于编程,且为研究平托盘面

板结构对最大变形的影响提供了便利的途径。 研究表明,离散化的最大近似挠度方程能够保证精度要求,其相

对误差小于 0. 4% 。 最后展示了该算法的软件应用实例。
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Maximum Deflection Approximate Algorithm of Stiffened Flat Pallet un鄄
der Complex Load
ZHOU Xiao鄄wen, JIANG Xian鄄feng, XU Liang鄄wei
(Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310014, China)
Abstract: According to the theory of small deformation and combing with the simplified model of the pallets and the
deformation formula of variable thickness plate, the maximum deflection formula was deduced when the pallet is under
complex load of three working conditions(ground鄄load, fork鄄lifting, upper carriage). However, the solving process was
quite complicated because of the load function and bending rigidity function. Therefore, it is very necessary to discrete
the maximum deflection formula. The benefits of discretization are easy to programming and providing a convenient way
for researching the influences of panel structure on maximum deformation. The result showed shown that the discrete
approximate maximum deflection equation can ensure the precision requirement, and the relative error is less then
0. 4% . Finally, the software applications of the algorithm were shown.
Key words: stiffened flat pallet; complex load; maximum deformation; discretization

摇 摇 平托盘是用于集装、堆放、搬运和运输时放置作

为单元负荷的货物和制品的水平平台装置,图 1 为平

托盘的整体形状及面板的主要加筋形式。 目前的设

计思路是先确定平托盘的总体尺寸与板厚,并通过

加强筋的适当配置以提高其承载性能,使其达到设

计要求。 江玮等人[1]利用有限元的方法研究对比了

井字形、X 形及蜂窝型加筋板的性能差异,通过分析

计算结果,构建了在固定加强筋布局形式下的板厚

及筋高等参数与托盘性能之间的关系。 蒋成建等

人[2]将加筋板作为变厚度板,利用变厚度薄板的小

变形理论,给出了在加强筋均匀布局情形下的加筋

板结构参数和加筋数量与板的最大变形挠度之间的

关系。
目前面向客户需求的塑料平托盘的定制设计也

更加普遍,但对塑料平托盘的定制设计需要综合考虑

平托盘的结构和尺寸等各种因素。 通过在三维 CAD
软件平台中构建专用的塑料平托盘设计系统,是一种

较好的解决方案。 如果在三维 CAD 软件中所设计构

建的平托盘及其面板加筋方案,都需要由有限元方

法,或通过通用计算平台才能计算出最大变形挠度等

承载性能,显然对其专用设计系统的开发要求就会相

当高,同时计算效率也会大大下降。 如果能够给出一
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种快速简便的计算方法,对加筋平托盘最大变形挠度

计算方法中涉及的定积分,可以进行具有一定精度的

快速计算,就可以不需要借用有限元软件或通用计算

平台。
国内学者对平托盘的结构做了大量研究[3-4],加

筋板几何参数对最大变形的影响是相互联系的,只要

协调好筋高、板厚和筋的数量等参数就可以有效地减

小加筋板的最大变形。 现在面临的问题就是在不同

的工况复杂载荷情况下如何快速确定加筋面板的最

大变形。
笔者首先根据加筋平托盘的面板结构和载荷情

况写出了变厚度板的刚度公式和复杂载荷公式,再根

据变厚度板的弯曲变形公式并通过伽辽金法求解出

最大挠度公式,并确定地面承载、上架、叉举等 3 种工

况下的基函数,然后对最大挠度公式进行离散化处

理,最后展示该算法的软件运用实例。

1摇 加筋平托盘面板模型及最大挠度公式

令面板的中心为原点 O,设加强筋分布区域为

赘1,平板分布区域为 赘2,设面板长为 a,宽为 b,厚度

为 h0,筋高为 h1(见图 1),因此,加筋面板的厚度函数

为:

H(x,y)=
h0+h1 摇 (x,y)沂赘1

h0 摇 摇 摇 (x,y)沂赘{
2

(1)

此时加筋面板的弯曲刚度函数[5]为:

D(x,y) = EH3(x,y)
12(1-滋2)

(2)

式中:E 为面板的弹性模量;滋 为泊松比。
由于平托盘的最大厚度远远小于面板的长和

宽[5],因此其承载时为薄板变形。 在 GB / T 15234—
94 测试标准中,规定平托盘堆码实验的弯曲变形量

小于 4 mm,其变形量远远小于 1 / 5 板厚[6],因此在正

常使用下平托盘的变形属于小挠度薄板变形。 根据

变厚度矩形板变形理论[7],变厚度板的弯曲变形公式

为:
D(x,y)塄2塄2w(x,y)= p(x,y) (3)
式中:w(x,y)为薄板挠度函数;p(x,y)为载荷函

数;塄2塄2 = 鄣4

鄣x4+2
鄣4

鄣x2鄣y2+
鄣4

鄣y4。

对于加筋面板而言,弯曲刚度函数是阶梯函数,
筋的数量越多函数分段也越多,积分求解也越复杂。

图 1摇 托盘的加筋形式及面板的局部放大图

Fig. 1 Different stiffened pallet

一般情况下,货物的形状和堆放方式使平托盘面

板上的载荷呈区域分布,见图 2,载荷函数 p(x,y)可
表示为:

p(x,y)= Pk(x,y) 摇 摇 (x,y)沂Rk,k=1…K (4)
式中:K 为面板上受到载荷的区域数量;Rk 为载

荷区域范围;Pk( x,y)为第 k 个载荷区域的载荷函

数。

图 2摇 复杂载荷分布情形

Fig. 2 Distribution of complex load

方程(3)的解可由伽辽金法求得[8],记:

w(x,y) = 移
M

i = 1
移
N

j = 1
琢ij鬃ij(x,y) (5)

式中:鬃ij(x,y) 为满足平托盘在地面承载、上架、
叉举等 3 种工况下边界条件的基函数;琢ij 为待定常

数,由方程组(7) 求解得到。 特别取 M = N = 1,则加

筋板的近似挠度公式为:
w(x,y) = 琢11*鬃11(x,y) (6)
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此时,琢11 由式(8) 表示。 若基函数 鬃11(x,y) 的

最大值为 1,则板的最大挠度 姿A =| 琢11 | 。
一般来说,用 姿A 表达板的最大挠度已有足够的

精度[8]。 当基函数 鬃11(x,y) 与载荷函数 Pk(x,y) 确

定时,公式(8) 中的积分可以直接算出,此时板的最

大挠度值也可计算出了。
E

12(1 - 滋2)移
M

i = 1
移
N

j = 1
(h0 + h1)3蓦

赘1

鬃rs(x,y[ )塄2塄2·

鬃ij(x,y)dxdy + h3
0蓦
赘2

鬃rs(x,y)塄2塄2鬃ij(x,y)dxd ]y 琢ij

= 移
K

k = 1
蓦
Rk

鬃rs(x,y)Pk(x,y)dxdy

( r = 1,…,M; s = 1,…,N) 摇 摇 (7)

琢11 = 移
K

k = 1
蓦
Rk

鬃11(x,y)Pk(x,y)dxd[ ]y / E
12(1 - 滋2{ )

·

(h0 + h1)3蓦
赘1

塄2塄2鬃11(x,y)鬃11(x,y)dxd[ y +

h3
0蓦
赘2

塄2塄2鬃11(x,y)鬃11(x,y)dxd ] }y (8)

托盘的工况主要有地面承载、上架和叉举等 3
种。 针对托盘的实际运用工况,基函数 鬃11(x,y)可分

别取值。
1) 地面承载。 取四脚简支,且具有对称性,即
w(x,y) (x,y)= (0,0)

(x,y)= (0,b / 2)
= 0,w( x,y) (x,y)= (a / 2,0)

(x,y)= (a / 2,b / 2)
= 0,

鄣x
鄣y x=0

=0 和
鄣w
鄣x y=0

=0

则基函数为:

鬃11(x,y)= -2 3 x
a sin 2仔xæ

è
ç

ö

ø
÷

a + y
b sin 2仔yæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúb (9)

2) 上架。 取托盘侧边固定,且具有对称性,即

w(x,y) x=a / 2 =0,鄣w鄣y =0

则基函数为:

鬃11(x,y) = -cos 仔
a

æ

è
ç

ö

ø
÷x (10)

3) 叉举。 取叉车与托盘的接触区域为固定且接

触面积忽略不计。 设叉车作用点距板缘的距离为 d,
有:

w(x,y) x=a / 2-d =0, 鄣w
鄣y =0

则基函数为:

鬃11(x,y)= -cos2 仔
a-2d

æ

è
ç

ö

ø
÷x (11)

2摇 离散化处理

取面板加筋方式为纵横垂直交错方式,设横向

筋数量为 m,纵向筋数量为 n,横向加强筋的厚度

为 ch i( i= 1,…,m) ,纵向加强筋的厚度为 cz j( j = 1,
…,n) ,横向加强筋间距为 d i( i= 1,…,m-1) ,纵向

加强筋间距为 e j( j = 1,…,n-1) ,面板的加筋结构

及剖视图见图 3。

图 3摇 托盘加筋方式及剖视图

Fig. 3 Panel reinforce style and sectional view

由于分布在面板上的载荷变化及挠度变化比较

小且筋的厚度相对较小,因此可以根据载荷分布情

况和面板加强筋分布情况,对最大挠度公式作离散

化处理。 离散化处理的思路是将区域积分求得的阴

影部分体积近似成底面积与采样点高度的乘积(见
图 4)。 显然,当被积函数变化不大时,这样的近似

是可行的。

图 4摇 离散原理

Fig. 4 The principle of discretization

首先对公式(8)的分子进行离散化,并记离散化

结果为 Pd,得:

Pd = 移
K

k = 1
蓦
Rk

鬃11(x,y)Pk(x,y)dxdy

摇 = 移
K

k = 1
移
K1

i = 1
鬃11(xi,yi)Pk(xi,yi)Si (12)
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式中:K1 为每块载荷区域内采样数量;(xi,yi) 为

采样点;Si 为采样面积。
对公式(8) 中分母积分分别作离散化处理,离散

化结果分别记为 Dd 和 D1d,得:

Dd = 蓦
赘1

塄2塄2鬃11(x,y)鬃11(x,y)dxdy

摇 = 移
m

i = 1
移

n

j = 1
塄2塄2鬃11(xi,y j)鬃11(xi,y j)chicz j +

移
m-1

i = 1
移

n

j = 1
塄2塄2鬃11(xi,y j)鬃11(xi,y j)dicz j +

移
m

i = 1
移
n-1

j = 1
塄2塄2鬃11(xi,y j)鬃11(xi,y j)chiej (13)

D1d = 蓦
赘2

塄2塄2鬃11(x,y)鬃11(x,y)dxdy

摇 = 移
m-1

i = 1
移
n-1

j = 1
塄2塄2鬃11(xi,y j)鬃11(xi,y j)diej (14)

式中:(xi,y j) 为每个采样区域的中心点。
离散化后最大挠度近似公式为:

姿B =
12(1 - 滋2)Pd

E[(h0 + h1) 3Dd + h3
0D1d]

(15)

对 姿A,姿B 的计算值进行比较。 为简化运算令复

杂载荷为简单的均布载荷,且 p=10 MPa,取面板厚度

h0 =20 mm,筋高 h1 = 50 mm,筋厚度 c = 10 mm,面板

横向和纵向筋的数量 m = 13,n = 13,筋间距相等。 加

筋平托盘的材料为高密度聚乙烯,其弹性模量 E = 1
GPa,泊松比 滋=0. 35。 分别计算 3 种工况下不同尺寸

面板 姿A,姿B 的值,见表 1。
表 1摇 姿B 与 姿A 的值

Tab. 1 The value of 姿A and 姿B

面板尺寸 a( = b) / mm

600 800 1000 1200 1400

地面
姿A 0. 069 0. 277 0. 819 1. 983 4. 183
姿B 0. 069 0. 278 0. 82 1. 982 4. 18

上架
姿A 0. 15 0. 595 1. 739 4. 181 8. 778
姿B 0. 15 0. 595 1. 739 4. 183 8. 782

叉举
姿A 0. 5伊10-4 0. 078 0. 673 4. 181 14. 46摇
姿B 0. 5伊10-4 0. 077 0. 672 4. 171 14. 43摇

姿B 与 姿A 的相对误差分析可以表示为:

相对误差=
|姿A-姿B |

姿A
伊100% (16)

姿B 与 姿A 的相对误差见表 2。
一般地,平托盘的尺寸范围为(800 mm伊800 mm)

表 2摇 姿B 与 姿A 的相对误差

Tab. 2 Relative error of 姿A and 姿B

相对误差 / %
面板尺寸 a( = b) / mm

600 800 1000 1200 1400 1600

工

况

地面 0. 42 0. 36 0. 21 0. 15 0. 14 0. 22
上架 0. 11 0. 04 0. 01 0. 03 0. 04 0. 05
叉举 0. 31 0. 17 0. 12 0. 16 0. 14 0. 01

~ (1400 mm伊1400 mm)。 在此范围内,对 姿A 离散化

产生的相对误差小于 0. 4% 。

3摇 在设计软件中的应用实例及分析

离散化的最大挠度公式便于编程,可以实现快速

分析加筋塑料平托盘结构参数与最大挠度的关系,以
便进行面板的快速设计,见图 5—7。

图 5摇 平托盘设计总界面

Fig. 5 Flat pallet design main interface

图 6摇 平托盘设计界面

Fig. 6 Flat pallet design interface

加筋平托盘的近似最大挠度公式为其在结构设
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图 7摇 面板结构设计界面

Fig. 7 Panel structure drsign interface

计中提供方便快捷的分析途径,能够分别分析面板

长、宽、加强筋布局、加强筋尺寸及数量对加筋平托盘

受载荷时产生的最大挠度的影响,从而为设计提供重

要参考。

4摇 结论

运用变厚度板小变形理论对加筋平托盘在地面

承载、叉举和上架等 3 种工况下的弯曲变形问题进行

了研究。 引入变厚度抗弯刚度和复杂载荷,进而推出

最大挠度公式,并对其离散化处理,使其从复杂的积

分运算化为简便的和运算。 该最大挠度近似公式,
反映了加筋平托盘的尺寸参数和拓扑结构参数与最

大挠度之间的联系,可以为托盘的初步设计提供指

导。
研究表明,用离散近似算法来计算加筋平托盘受

载荷时的最大挠度是可行的,将计算公式中涉及到的

积分运算离散化转化为和运算,可以提高计算效率、
适于编程且满足精度要求。
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