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摘要: 研究了正交各向异性的纸张的各个材料参数之间的关系,以减少描述纸张材料性能所需的独立参数,并
在纸制结构分析中,合理匹配了材料参数。 通过对材料单元在纯剪切载荷作用时与纯主应力载荷作用时的两

种变形进行力学比较分析,获得了纸张的弹性模量、剪切模量和泊松系数之间的关系,并导出了简单数学公式。
该公式在纸制结构设计、振动分析以及有限元计算等方面有实用的意义。
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Relationship between Elastic Modulus and Shear Modulus of Paper
XIE Yi鄄huan
(Zhejiang Dongfang Vocational College, Wenzhou 325011, China)
Abstract: The relationship among material parameters of orthotropic paper was studied to reduce the independent pa鄄
rameters of paper performance for reasonable parameter matching in paper structure. The deformations of material unit
in pure shear loading and pure normal stress loading were compared. The relationship among elastic modulus, shear
modulus and Poisson爷s ratio was obtained and a simple mathematic equation of the relationship was educed. The pur鄄
pose was to provide reference structure design, deformation calculation, vibration analysis and FEM simulation of or鄄
thotropic paper.
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摇 摇 长期以来,纸张的功能是作为书写文字和承印图

文的载体,不作为承载的材料。 自 1871 年 A. Jones 发
明单面瓦楞纸板以后,由纸张集成的结构迅速发展为

包装工业的重要材料。 目前除了用 5 层和 7 层瓦楞

纸板做纸箱和用蜂窝纸板[1-2] 做减震缓冲结构外,还
有用特种瓦楞纸做成板材结构[2],用于机器等重物的

运输包装箱或制作简单家具,其承载能力可以达到 1
t / m2。 由于结构应用范围的拓广,在纸制结构的力学

有限元分析和实验方面出现了许多研究工作。
纸张作为纸制结构的最小组成单元,其力学性能

直接影响到纸制结构的强度、稳定性和减振特性。 不

同于金属,描述纸张力学特性的材料参数较多,而且

参数之间存在着一定的约束关系。 利用这些关系正

确选择材料参数,是获得良好的纸制结构力学分析结

果的关键。

1摇 国内外对纸张结构研究的现状

国内的研究主要是集中在纸张集成结构的整体

力学性能方面,其方法是实验和计算结果互相比对。
大致工作分为 2 类:第 1 类研究纸张集成结构的强

度,刘晔等人[3]用曲线拟合的方法,研究了瓦楞纸板

静态平压性能,而滑广军[4]则是利用线弹性壳体有限

元方法分析瓦楞纸板的强度;第 2 类是研究纸张集成

结构的振动性能,例如张丽等人[5]将纸张结构看成均

匀的各向同性板,研究了蜂窝纸板缓冲包装系统参数

辨识问题,刘义翔等人[6]利用 ADAMS 软件研究了瓦

楞纸板减振的动力学问题。
国外研究在结构和振动方面的工作与中国类似,

所不同的是外国学者较为重视基础领域的深入探索,
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早在 1968 年 Jones[7] 对纸张平面内的弹性模量进行

了实验探讨,Brech 等人[8]在 1971 年对纸张作了流变

学的研究,Mann 等人[9]在 1979 年研究了弹性波在纸

张的传播,利用波的传播速度来测量纸张的弹性模

量。

2摇 纸张可以近似作为正交各向异性材料处理

国内外的许多纸制结构有限元分析的研究工作,
作为基本出发点,都隐含地假定了纸张是正交各向异

性材料[4,10],甚至干脆认为是各向同性材料[11]。 而

从根本上研究纸张能否作为正交各向异性材料对待

的工作很少。
2006 年波兰学者 M. Szewezyk[12] 在此领域作了

深入的研究,其突破性成就为:从正交各向异性材料

假定出发,对纸张平面内的弹性模量进行坐标变换,
并用实测数据与理论计算对照,所得到结果的误差率

小于 1% ,从而验证了该平面上纸张正交各向异性材

料假设的可行性。

3摇 纸张弹性模量与剪切模量之间关系的建立

对于各向同性材料,则弹性模量 E 与剪切模量 G
以及泊松系数 v 存在如下简单的关系:

G= E
2(1+v) (1)

对于正交各向异性的纸张材料而言,还没有类似

的公式。
式(1)的意义在于,虽然在材料的应力鄄应变关系

里,剪应变与主应力之间没有显式耦合,但由于剪切

模量和弹性模量之间存在耦合关系,从而使得各向同

性材料只有 2 个是独立的材料参数。
当纸张作为正交各向异性材料处理时,纸张各个

材料参数之间并不完全独立,它们要服从材料力学的

一些规则[13]。 同样可以猜测,对正交各向异性材料

而言,可能存在类似于式(1)的关系,其具体形式会稍

许有些变化。
本文的目的旨在建立纸张的弹性模量与剪切模

量之间类似于式(1)的关系。 就正交各向异性纸张而

言,虽然能写出来的材料参数有 Ex,Ey,Ez,vxy,vyz,vzx,
Gxy,Gyz,Gzx共 9 个,其实它们并不各自独立,还有 3 个

类似于式(1)的关系式,所以真正独立的参数有 6 个。

为了不失一般性,在推导材料的弹性模量与剪切模量

之间关系时采用主方向 1 和主方向 2 作为下指标体

系。
图 1a 为正方形材料单元,当单元所加的 2 个主

应力大小相等方向相反时,即 滓1 = -滓2 =滓,根据应用

静力学平衡原理,则该单元的内接正方形上出现纯剪

状态,见图 1b,且 子=滓。
在 滓 作用下,图 1a 的正方形单元会变形成图 2

的形状,而嵌入在里面的内接正方形会变成菱形,夹
角会从 琢0 =仔 / 2 变为 琢,剪切变形角度 酌 为 琢0-琢。 找

出剪切变形角度 酌 与纯伸长变形 驻D1,驻D2 的关系,
就可以导出 E1,E2, v12和 G12的互相约束关系。

图 1摇 正方形单元里的剪应力、正应力关系

Fig. 1 Shear stress, normal stress in a square element

图 2摇 因拉压变形引起的剪切变形

Fig. 2 Shear deformation caused by stretching and compressing

变形后的菱形角度 琢 / 2 的正切为:

tan 琢
2 =

(D+驻D2) / 2
(D+驻D1) / 2

=
1+驻D2 / D
1+驻D1 / D

=
1+着2

1+着1
(2)

其中:着1 =驻D1 / D,为材料在应力主方向 1 上的应

变,同理 着2 为应力主方向 2 上的应变。

利用:tan 琢
2 = tan

琢0-酌
2 = tan 仔

4 - 酌æ

è
ç

ö

ø
÷

2
式(2)可转化为:
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tan 仔
4 - 酌æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =
1+着2

1+着1
(3)

将(3)式的两边的应变量 酌,着1 和 着2 展开到一

阶,即:

tan 仔
4 - 酌æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

cos2 仔
4

+O(酌)= 1-着1+着2+O(着1,着2)

忽略高阶微量,即有如下简单的应变关系:
酌=着1-着2 (4)
将应变写成应力形式:
子
G12

= 滓1

E1
-v21

滓2

E
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
- 滓2

E2
-v12

滓1

E
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
(5)

其中:子=滓,滓1 =滓,滓2 = -滓。
通过对式(5)化简整理可以得到材料参数的对称

表达方式:

G12 =
E1E2

E1(1+v21)+E2(1+v12)
(6)

式(6)中的变量依然不独立,它们之间存在正交

各向异性材料的关系[13]:

v21 =
v12E2

E1
(7)

消去 v21可以得到最终的剪切模量的表达式:

G12 =
E1E2

E1+E2(1+2v12)
(8)

将 G12的下标 1 和 2 各自分别换成 x, y 和 z,并考

虑到对称性 G i j =G j i,且 i屹j, 则公式(8)代表在空间

一共有 3 个剪切模量 Gxy,Gyz和 Gzx, 其表达形式为:

Gxy =
ExEy

Ex+Ey(1+2vxy)
(9)

Gyz =
EyEz

Ey+Ez(1+2vyz)
(10)

Gzx =
EzEx

Ez+Ex(1+2vzx)
(11)

4摇 纸张弹性模量与剪切模量之间关系的应用

作为式(9)— (11) 的应用,对文献[4]和[10]
中采用纸张测量参数进行误差分析,以判断材料参数

的输入质量。 其方法是将文献里的弹性模量和泊松

比数据代入式(9)—(11),计算出相应的剪切模量,
并与文献中给出的剪切模量比较,结果见表 1。

表 1 中的纸张在其平面 xOy 内,剪切模量 Gxy符

合式(9),而且误差不到 1% ,完全在工程可接受误差

表 1摇 剪切模量的计算值与文献[4]和[10]仿真数据的比较

Tab. 1 Comparison of the calculated modulus to the result of simulation[4,10]

文献[4]
仿真数据

纸板厚度

/ mm
弹性模量 / MPa

Ex Ey Ez

泊松比

vxy vyz vzx

剪切模量 / MPa
Gxy Gyz Gzx

0. 269 7600 4020 38 0. 34 0. 0l 0. 01 2140 20 70
式(9)-(11) 0. 269 7600 4020 38 0. 34 0. 01 0. 01 2128. 5 37. 6 37. 1
相对误差% 与文献数据相同 -0. 54 46. 8 -88. 8

文献[10]
仿真数据

纸板厚度

/ mm
弹性模量 / MPa

Ex Ey Ez

泊松比

vxy vyz vzx

剪切模量 / MPa
Gxy Gyz Gzx

0. 269 6660 3310 33 0. 34 0. 0l 0. 0l 1820 121 95
式(9)-(11) 0. 269 6660 3310 33 0. 34 0. 0l 0. 0l 1804 32. 7 32. 2
相对误差% 与文献数据相同 -0. 89 -270 -195

内;但是在 yOz 和 zOx 平面内,相应剪切模量 Gyz和 Gzx

的误差非常大,从 50%到几倍,其原因可能是弹性模

量和泊松比在不同方向的差别过大,引起大的测量误

差,使得结果不符合式(8)的计数值,还有一个可能是

文献中选择的纸张不是正交各向异性材料,而是一般

各向异性材料。
市场上的商业有限元结构分析的软件,一般是为

正交各向异性材料而设计的,材料参数的关系会影响

计算的输出结果。 用式(9) -(11) 事先校核输入参

数,对提高结构的数值计算精度大有益处。 如果某种

纸张材料不属于正交各向异性材料,则需要考虑选择

相应合适的分析方法来处理。

5摇 结论

在纸平面上,纸张可以看成正交各向异性的材

料,已经成为业内从事结构设计和分析人士的共识。
纸张材料参数之间存在上文推导的耦合关系,它可以
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用来校核作有限元分析中输入的材料参数的正确性,
对提高结构分析和振动分析的精度有实用意义。
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