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摘要:对多种常见纸包装曲面及曲拱结构设计进行了调查统计,讨论了3种基于长方体盒型的异型纸盒曲面

及曲拱结构变换方式,并给出了由造型设计尺寸来计算其平面展开尺寸的必要参数,得出了适用于这些变换方

式下的尺寸计算公式,有利于曲拱及曲面结构的计算机辅助设计算法的发展。
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StructuralTransformationsofCurvedorArchedSurfaceofStrangeCartonBased
onCuboidCarton
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Abstract:Structuredesignofvariouscommonpackagingcartonswithcurvedorarchedsurfacewassurveyed.

Thetransformationmethodsofcurvedorarchedstructuresbasedonclassiccuboidcartonwerediscussed.The

necessaryparametersforcalculationofplanspreadingdimensionfrom modelingdesigndimensionwereprovid灢
ed.Dimensioncalculationequationapplicableforthetransformationmodeswasobtained.Thepurposewasto

providereferencefordevelopmentofCADtechnologyindesigningcartonswithcurvedorarchedsurface.
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暋暋纸包装曲面及曲拱的结构设计是指利用纸板的可

弯折性,在基本纸盒盒型上进行局部或整体的特殊处

理,使之在成型加工后具有一定的曲面或曲拱造型。
该类设计属于异型纸盒的一个分支。 异型纸盒造型优

美,能给消费者带来兴趣和一定的精神享受,特殊形态

的纸容器设计有其不可低估的商业价值[1-2] 。
市面上,曲拱及曲面异型纸盒结构设计复杂多

样,但有些复杂结构曲面曲拱设计可以视为由一些基

本曲拱曲面元素结合而成。 在设计曲拱结构时,工程

师从美学和实用角度出发对产品造型尺寸有很直观

的要求,但在设计平面展开图时往往由于变换关系不

明确而进行大量的调整。 因此,笔者着重对一些基于

长方体盒型的异型纸盒曲面及曲拱的基本设计元素

及其展开变换进行研究,以解决设计中尺寸计算的困

难,从而提高设计曲线及曲拱结构的效率。

1暋统计数据整理与分析

对多种涉及常见纸包装曲面及曲拱结构设计的

书籍[4-8]以及一些实物商品进行了调查,在排除了结

构雷同的设计后,获得了65件带有不同形式的曲面

及曲拱结构设计样品。 经过数据处理,将这些盒例中

最能体现曲拱曲面特点的部分进行比较分析,抽象出

了3种基本的曲面曲拱变换方式,见表1,即顶点圆心

表1暋65件样品中曲拱曲面特点可抽象成的结构变换方式种类

Tab.1Theclassificationofstructural
transformingmethodsamong65samples

种类
顶点圆
心重合

棱边底
圆平行

双曲拱
正交

其他

数量 11 21 23 10
所占比例/% 17 32 35 15
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重合类、棱边底圆平行类、双曲拱正交类。

2暋3类结构变换介绍以及展开图尺寸计算

2.1暋顶点圆心重合类结构

顶点圆心重合类结构变换方式,是指基本盒型被

一种底面圆心与该盒某一顶点相重合的圆锥或圆柱

所截得的一类异型曲拱结构集合,见图1。 当圆锥的

图1暋顶点圆心重合类纸盒设计

Fig.1Thecartondesignofvertex灢
centersuperpositiontypecarton

顶点和底面圆半径(或圆柱体的底面圆半径)发生变

化时,曲拱和曲面的形态会发生不同的变化,从而产

生一系列曲拱曲面结构。

下面对由已知造型尺寸计算展开尺寸的方法进

行讨论。 已知在长方体ABCDEFGH 中,AB=l,BC
=b,AE=h,圆锥底面圆心在D 点,顶点在O 点,截
长方体于PQMN 曲面,其中 PD=DQ=m,MH=
NH=n。

由于在工程上无法由压痕弧线折出一个平面和

一个曲面相交,所以为了减小误差,弧PQ 和弧MN
处采用襟片粘合方式封合,从而保证在立体成型后上

下底面的平整性。 已知立体造型中参数l,b,h,m,n,

则绘制展开图时,弧PQ 与弧MN 所对应的圆心角毩
和PM 与EM 所夹角度毬是必须求得的参数,见图2。

下面对毩,毬进行求解,在图1中,由圆弧长计算

公式可知氞PQ=1
2毿m。

由曶MOH 与曶POD 相似可得,OH= n
m-nh

,

OD= m
m-nh

,由勾股定理可得,圆锥母线r=OP=

m
m-nh2+(m-n)2 ,则毩=

氞PQ
r =

(m-n)毿
2 h2+(m-n)2

;

图2暋顶点圆心重合纸盒类展开图

Fig.2Spreadingpictureofvertex灢
centersuperpositiontypecarton

在平面AEHD 中可得毬=tan-1 h
m-n

。

2.2暋棱边底圆平行类结构变换

棱边底面平行类结构变换方式是指基本盒型被

一种轴线在盒型顶面内,并与同顶点的顶面中的2条

棱线呈45曘的圆柱体,所截得的一类异型曲拱结构集

合,见图3。 当圆柱体轴线的位置以及底圆半径发生

图3暋棱边底圆平行类纸盒设计

Fig.3Thecartondesignofedgeside

andbottomcircleparallelcartons

变化时,曲拱和曲面的形态会发生不同的变化,从而

产生一系列曲拱曲面结构。
下面对由已知造型尺寸计算展开尺寸的方法进

行讨论。 已知在长方体ABCDEFGH 中,AB=l,BC
=b,AE=h,半径为r的圆柱体截长方体于PMNQ
曲面,点J,K 分别为PQ,MN 的中点,其中PD=DQ
=m,MH=NH=n。

已知立体造型中参数l,b,h,m,n,r,则绘制展开

图时(见图4),氞PM与氞QN所对应的曲线方程及其长度

l0,以及PQ至MN 的距离h0 是必须求得的参数。
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图4暋棱边底圆平行类纸盒展开图

Fig.4Spreadingpictureofedgeside

andbottomcircleparallelcartons

h0 的求法:在JKHD 截面中(见图5),氞JK长度

为h0,由勾股定理得r2=h2+ r- 2
2

(m-n
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)
2

,即r

=
h2+1

2
(m-n)2

2(m-n)
;圆心角为毩=sin-1h

r
;由弧长公式

得h0=毩r。

l0 的求法:在图3中,将平面 MHN 沿高度方向

向上平移微小变量殼h,形成新的平面SM曚N曚,交JK
于R 点,设RK=殼h0。

在JKHD 平面中(见图5),分别连接DO,OR,

图5暋平面JKHD 示意图

Fig.5DiagramsofplaneJKHD

OK,OH;延长 RV 交OH 于T,交半径于V;延长

KH 交半径于W ,则有:

ST=DO殼h
h

OH= OD2+DH2 = r- 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷m
2

+h2

OT=OH-HT=h-殼h
殼h r- 2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷m
2

+h2

设曄OTR=毩,由诱导公式得:

cos毩=cos(毿-arccos曄JOH)=

-cos曄JOH=-OD
OH=-

r- 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷m
2

r- 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷m
2

+h2

又由余弦定理OR2=RT2+OT2-2RT·OT·

cos毩,设RT=z,t=r- 2
2m>0,则有:

z2+2t殼h
h +h-殼h

h
æ

è
ç

ö

ø
÷tz+ 殼hæ

è
ç

ö

ø
÷

h
2

t2+ h-殼hæ

è
ç

ö

ø
÷

h
2
·

(h2+t2)+2殼h
h

·h-殼h
h t3-r2=0

因为:h曒殼h曒0,t曒0

则: 殼h = b2-4ac = 6t3 殼h
h

· h-殼h
h +

h-殼hæ

è
ç

ö

ø
÷

h
2
·(h2+t2)+r2+4t3>0

由:a>0,b=2t殼h
h +h-殼h

h
æ

è
ç

ö

ø
÷t >0,x>0

则:z=-b+ b2-4ac
2a =1

2
·

6t3 殼h
h

·h-殼h
h + h-殼hæ

è
ç

ö

ø
÷

h
2
(h2+t2)+r2+4t3

é

ë
ê
ê -

2t殼h
h +h-殼h

h
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úút >0

设RS=x,由曶HST曌曶HDO得:

ST=HS
HDDO=殼h

h r- 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷m =殼h

ht

x=RT-ST=1
2

·

6t3 殼h
h

·h-殼h
h + h-殼hæ

è
ç

ö

ø
÷

h
2
(h2+t2)+r2+4t3 -

2t殼h
h -h-殼h

h t2

设曄ROK=毬,氞RK=y,则有:

毬=曄ROV-曄KOW=arccosh-殼h
r -arccosh

r
由弧长公式可得:

y= arccosh-殼h
r -arccoshæ

è
ç

ö

ø
÷

r r

因此联立x,y的方程可得展开图中,l0 的一叶

随变量殼h变化的曲线方程:
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x=毞(殼h)=1

2 6t3 殼h
h

·h-殼h
h + h-殼hæ

è
ç

ö

ø
÷

h
2
(h2+t2)+r2+4t3 -2t殼h

h -h-殼h
h t2

y=毜(殼h)= arccosh-殼h
r -arccoshæ

è
ç

ö

ø
÷

r

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï r

暋暋与此同时,对l0 的一叶随变量殼h变化的曲线方

程积分,可得展开图中l0 一叶(l01)的长度:

l01=曇L
f(x,y)dS=

曇
h

0
f 毞(殼h),毜(殼h[ ]) 毞曚(殼h)2+毜曚(殼h)2d殼h

同理,可求得l0 的另一叶(l02),因此可以求得展

开图中关键尺寸的l0 曲线。

2.3暋双曲拱正交类结构变换

双曲拱正交类曲拱设计是指基本盒型的4块体

板均为两两曲拱正交所得,并且这些曲面是曲率半径

相同的圆柱体的一部分。
在已知双曲拱正交类造型设计(见图6)的情况

图6暋l0 曲线的示意图

Fig.6Diagramsofcurvel0

下,在平面展开图中绘制氞AE,氞DH,氞CG,氞BF是作图的

关键。
那么假设立体图在空间坐标系中,它在XOZ 面

上的投影见图7a,在YOZ 面上的投影见图7b。

图7暋立体对象分别在XOZ面和YOZ 面上的投影

Fig.7Projectionplanesofspatialobject

onplaneXOZandYOZrespectively

已知弦A1E1、弦A2E2 同为h,A1E
掞 採梺梺

1,A2E
掞 採梺梺

2所对

应的半径同为r(曲率半径一致),则立体图中的氞AE即

为2个曲面的交线,见图8。

图8暋双曲拱正交类纸盒设计

Fig.8Cartondesignofdouble灢archsurfaceintersecting

据空间几何知识,可以将弧l1 表示为:

y2+ z-hæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

=r2

(x曒0, r2- hæ
è
ç

ö

ø
÷

2
2

曑y曑r,0曑z曑h)

可以将弧l2 表示为:

(x-r)2+ z-hæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

=r2

(r- r2- hæ
è
ç

ö

ø
÷

2
2

曑x曑r,0曑z曑h)

转化为参数方程:

x=r+rsint
y=rsint

z=h
2+rcos

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï t

,t暿 cos-1 -h
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
,cos-1 h

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úút

则交线AE的弧长为:
氞AE =曇L

dS =曇
t2

t1
xt

曚2+yt
曚2+zt

曚zdt =

曇
cos-1 h

2( )r

cos-1 -h
2( )r

r 1+cos2tdt

将已知参数h,r数值代入,利用 Mathematica等

数学软件进行积分运算,可以得到交线AE 的弧长数

值l0。 在误差允许的情况下可以将氞AE近似看作半径

为R 的圆弧。 经过一定的实验,发现从立体图转化到

展开图时,立体图与展开图中的弧长与半径具有一定

的近似比例关系,即R
r =l0

h0
,可得R=l0

h0
r。

在展开图中,圆弧所对圆心角毩0=2sin-1h0

2R
,所
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以可以绘制出展开图尺寸,见图9。

图9暋双曲拱正交类纸盒展开图

Fig.9Spreadingpictureofdouble灢arch

surfaceintersectingcartons

3暋常见特例展示

不同的参数变化,会产生不同的曲拱效果,常见

特例展示见表2。
表2暋3种结构变换方式的特例展示

Tab.2Displayofthespecialcases

ofthethreestructuraltransformations

类别

特殊

尺寸

顶点圆心重合类

l=b=m

n=0
m=n

棱边底圆平行类

l=b=m

n=0
m=n=0

双曲拱

正交类

b=0

图例

4暋结语

引入立体几何的概念,对市面上的部分样品进行

了调查总结,提出了3种曲线及曲拱的结构变换方

式,分析了在这些变换方式下设计时所需要的关键尺

寸计算的方法。 通过对这些变量的调节可以设计出

形态各异的曲面及曲拱结构盒型。 在曲线及曲拱结

构设计中,这3种数学变换模型不能够包含所有的设

计方式,但是这些变换方式算法可以为今后利用

CAD技术设计曲线及曲拱盒型提供参考和理论指

导。
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